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Numeros fraccionarios




% Unidades fraccionarias

Obsenva a figura del margen. Un pincho de tortila es cada una de las
partes iguales en que se divide la tort la

Las expresiones mitad, E tercera parte, 5 cuarta pane,  sexta parte,
etcétera, que se utilizan en la vida real son unidades lla«w!l)na)

hmﬂm%,nadiumdﬂnplmmnobmn
af diviic la unidad en n partes iguales.

« Fracciones

Si1a unidad facconaria s, por eiempo, 3,y tomamos 2, 34m

123
uridades fraccionarias como esta, las expresiones 3, 5, 5

fracciones.

.2 se llaman
7

1 fraccion T es ¢l cocente indicado de dos nimeros enteros, siendo
ol divisor distinto de cero.

- niindica el nimero de partes en que se ha dividido 2 unidad.

- m indica of nimero de unidades fraccionarias elegidas.

El dividendo se llama también numerador, y el divisor, denominador.

4 Extension del concepto de fraccion

La idea de fraccion es también aplicable a otras situaciones de I vida real
'Si decimos que 3 de cada 5 estudiantes de un instituto son chicas estamos
dando la fraccion é ya que si dividimos el centro en cinco partes, tres
serian de chicas. Pm 1anto, la proporcionalidad «3 de cada 5» designa
también una frac

Los porcentajes son también otra forma de expresar una fraccion. Por

ejemplo, si decimos que un articulo esté rebajado un 25 %, significa que

de cada 100 euros que marca nos rebajan 25, es decir, 25 de cada 100.
3

Javir ha pagado los 2 de una compra que ha costado 200 euros y su

ermana Irache lo restante. ¢Cudnto ha pagado su hermana? Irache tiene

que pagar los ; que se calculan asi

§ de 200 euros es igual é 200 = 80 euros

Aqui la fraccien % actda como un operador o factor.

a2 vino ¢ ura unidad

naria, Segin sea
i o o s
serd mayor o menor.

1111 1

El gran artista taliano Leorardo
da Vind (1452-3519) estudid las

ci6 son las sigulentes:

iz 3 boca = 7 de .

Soca 3 mentén = del st

Medida de la nariz =

del rosto,
Medida de a oreja =
= % del rosto.

Altura hombre arrodiiado =

de  altural total.
4




« Fracciones iguales o equivalentes

En las figuras del margen los sectores de igual color son iguales a pesar de
las sucesivas divisiones. Estas fracciones determinan el mismo nimera. Se
dice que son iguales o equivalentes.

4
ligiendo dos fracciones equivalentes, por eemplo, & ﬁ, se observa que
fos productos cruzados son iguales; 412 =6 - 8

o3 fracdones ot il cends o product da et gl al
producto de medios.

a_c
55 8 ad=be

2y d son los extremos; by c, los medios.

mmm—es.gmxas 3 's.yaquei 5:3=3:5:2

Por la misma razén, la siguiente regla permite obtener fracciones iguales a
una dada.

i e ltnica o divide o numerador y denominador de una faccin
for un nimera enero istinto de cero, e oene ota raccon gl a

ak

3
b bk

simplificar una fraccion es dividir numeradar y denominador de la fraccion
por el mismo nimero entero.

Una fraccién es irreducible cuando numerador y denominador o pueden

dividirse a la vez por un mismo nimero entero distinto de 10 —

Por ejemplo, 355 son fracciones irreducibles.

% Nameros fraccionarios o racionales

Todas las fracciones lguales a una dada determinan un mismo nimero.
1.23 8

Por ejemplo, 3 7 determinan el mismo nimero: un tercio.

Los ndmeros determinados por fracciones se llaman ndmeros racionales
&l conjunto de los ndmeros racionales se simboliza por Q.

Nimero fraccionario, fraccion y numero racional se utiizan en la practica
como sindnimos.




35 .
Reduci dos fracciones, 7. 2, a comdn denominador es hallar otras fac-
ciones, iguales a las primeras, que tengan el mismo

£l denominador comin puede ser cualquier nimero que sea a la vez mul-
tiplo de 4 y de 6; por ejlemplo: 12, 24, 36, 48,

Si el denominador es 24

1654 e B0

4 6-4 i 24" 24

£l denominador comun puede ser un miltiplo cualquiera de los denomi-
nadores y en particular:

— el producto de los denominadores, o

— el minimo coman multiplo de los denominadores: m.c.m.

El nuevo numerador de cada fraccién se obtiene multiplicando el nume-
rador antiguo por el mismo nimero por el que se ha multiplicado el de-
nominador correspondiente.

Utilizando el producto de los denominadores se obtiene Ia siguiente regla:

Para reducir dos o més fracciones a comun denominador basta multi-
plicar el numerador y el denominador de cada fraccion por el producto
de los denominadores de la otras:

D s Eaiciones dus enen of o denominador e menct fa'cue
tiene menor numerador

1 Reducir a comin denominador y ordenar estas fracciones:

Si ¢l denominador comn es 48 = 2 - 4 - 6, las fracciones son:

BEE om e, 1<3<2
2 Reducir a comin denominador y ordenar estas fracciones: ;,2;73
i el denominador comdn es 30 = mcm. (2, 5, 15), las fracciones
Bwn  Cm HR<h we feied




o suma de 2 y 3 de tana, dcusnto es?

Dos séptimos de tarta mas tres séptimos de tarta es igual @ cinco séptimos
de tarta,
5

2.3
Escrbimos: 545 =3

En las siguientes figuras sumamos y restamos nimeros racionales expres.)

en las mismas unidades fraccionarias, es decir, que tienen el mi
oo Coca miers Yacsonano ke s pare 68 ecinguls
{recinto coloreado),

. ‘7 - —
b # L]

Este proceso se generaliza en la siguiente definicien:

h::‘momdedmﬁmwemwlmm
es

+ por numerador, la suma o diferencia de fos numeradores, y
* por denominador, el comun.

Si las fracciones tienen distinto denominador se reducen previamente a co-
min denominador.

i se wata de sumar nomeros fraccionarios y enterds, estos s expresan
SRiots i fomns Tasabrar

Observa que un signo
opeadn y o oo s u “
nimero es positvo o negat




El producto de nimeros enteros positivos se puede interpretar como el drea
de un rectangulo. En la figura a el rectangulo mide 7 cm de largo y § cm
de ancho, Su drea vale 7 - 5 = 35 cm
£n fa figura b consideramos cada lado como una unidad, luego los lados
del rectingulo coloreado miden > de argo y 3 de ancho y s drea medird
35 Esa interpretacicn del drea permite escibir la relacién
53_53_15
AN
Teniendo en cuenta este resultado, se da la siguiente definicion de pro-
ducto

&l producto de dos fracciones es otra fraccion que tiene:
« por numerador, el producto de los numeradores, y
. el producto de fos

1

Dividir un numero por 2 equivale a multiplicar por el numero inverso: 7

anslogamente, dhidic un nimero wr; equivale a multiplicar por e nimero

inverso: . Por tanto, para dividir dos fracciones se multplica la primera
por la inversa de la segunda:

.2

7°3

wif) SR A3
72 FIT

El cociente de dos fracciones es otra fraccion que tiene:
+ por numerador, el producto de los extremos, y
+ por denominador, el producto de los medios.

i e trata de multipicar 0 dividir nameros fraccionarios y enteros, estos se
‘expresan previamente en forma fraccionaria

Obsea e o dgnos ndcan
n positivos o

s




274 | E calculo de una cadena de operaciones require conocer las propiedades
(4—2)7-3"5% | | de as operaciones y e orden de realizacion. Veamos un ejemplo:
I 4 A=7-5-[-8-3)+(2-6)+5+4:8
2.7 —3.25] | Lo primero aue hay aue hacer es imerpretr o arden en que se realzan
= las operaciones utiizando (o imaginando) parétesis (0 corchetes). s pri-
meras veces conviene escribifos. Fucra de los paréntess solo eben quedar
Jos signos + 0 —
=7 91BN (2-61+5+ @8
A continuacion se realizan las operaciones entre paréntesi:
[-5+6]+5+2=35-1+5+2
Por ulimo se hacen las sumas y las restas:
=3445+2=30+2=41
a) En fos calculos numéricos deben realizarse primero las operaciones aue
estin entre paréntesis reales o imaginarics. Si hay paréntesis anidados
(unos dentro de olros), se opera desde las parejas interores a las exte-
tiores,
b) Cuando no hay paréntess. @ orden en que se deben realzar las ope-
aciones s o siguiente:
1 Potenciacién y radicacion
2 Multipicacién y dvisién.
3¢ Suma y resta
A igualdad de orden tiene preferenca la operacion que se encuentra
mis a la aquierda
i calculo correcto con nimeros exge conocer y saber utlizar las propie-
dades de las operaciones. Las propiedades de la suma y del producto son

Asociativa Bibiczatbrd
Conmutativa tb=b+
Asociativa, @bc-abo |

Conmutatva | ab-ba
Distributiva ab+a=ab+ac |

2 _ -
2ok ™

5
70

Los sgos e i mutipeacion

.y de la division ¢ fueron in

tiodudos por illam ot

tred (5741660) en el

En 1659, en el Algebr lemo-
1, de fhoan Rahn, aparece el
igno + para indiar la divi 3 L0 S0,
. DR T




Los nuimeros enteros se pueden representar en una recta, tal como se hace
en la siguiente figura
Toaician negativa Traadén postva

Para fljarlos se necesitan dos puntos:
« &l punto origen 0, al que se e asoci el nimero 0
« €l punto unidad U, al que se le asocia el nimero 1

Los nimeros enteros se representan llevando el segmento OU hacia la de-
techa (+) o hacia la izquierda (~) tantas veces como indica el nimero.
Esta recta se amplia representando [os nimeros racionales. Para ello basta
saber representar las unidades fraccionarias;

31 %

23eE
En ¢l margen se indica como se divide la unidad OU en S partes iguales.
Para representar . por ejemplo, se lea. a partr del oigen, 7 veces .

ui%éi??%

o [

Del mismo modo se asigna a cada nimero racional un punto de la recta

Los nimeros correspondi a cada punto de la recta se llaman abs-
o o e s e PR Bt

16 Dibujarfos puntos de abscisax = 4,x = =3, = 3

Los puntos son:

q

v
F‘i:—'
17 Dﬂwkrlosmnmvsupwhulv Lay-s,u—a 4C6mo son

origen los puntos correspondientes 3 estos pares de
ool
La gréfica es:
iy pos
R T T o PN S SEUL
respecto del rigen.

Division de a unidod
&n cinco partes iguales

Origen

L
en OU son guates.

Se traza una recta 1 por O,
£ o Srmenis s,

Sobre 1 a partic
"
B
3
1,
\
—
oy 7
5

Se une ¢l punto § con U,
Se trazan paralelas a esta ecta
o5 _segmentosdetermi

inados




RESOLUCION DE PROBLEMAS

Utilzar ¢l método de reduccion 3 la unidad:

+ Hacer un dibujo o esquema que designe Ia unidad.
 Identificar en el dibujo cada fraccion de la unidad.

+ Dibujar fa fraccion de fa unidad que relaciona fos datos.

PROBLEMA
b

Un pintor pinta un garaje en 8 horas, y su hijo, en 12 horas. Si padre
e hijo trabajan juntos, écudnto tardardn?

HAceR un oisujo

 Consideramos la pared que se debe pintar como una unidad. Entonces
1
o padre pinta en cada hora & de esa unidad.
€l dibujo de la izquierda representa (a pared del garaje y en ¢ esta mar-
cada la parte aue pina e padre & una hoa

rade: = 3 vio: =B
|| [ |

|
L]

Del mismo modo, el hijo pinta cada hora - de a pared, tal como estd
marcado en el dibujo de la derecha. |2

Si trabajan conjuntamente, en una hora pintardn la suma de esas dos
partes. Para poder sumarlas debemos utilizar la misma division de fa pa-
ved: escribir las fracciones con el mismo denominador.

RELAS
f iAo

« Parte de garaje que pintan padre e hijo en una hora
L L
812 4 u

que es la parte de pared representada en Ia figura

LA SOLUCION
5

# En una hora, trabajando los dos a la vez, pintan 5 de las 24 partes en
que esté dividida fa pared. Para pintar las 24 partes deberdn dedicar: \

24 5.= R ios =4 i




Expresa en forma fraccionaria:

a) 1dm, 1 cm, 1 mm
b) 7 décimas, 25 centésimas, 231 milésimas

iCudntas unidades son necesarias para obtener
un millon de cuartos? ¢Cuantos cuartos tiene un
millon?

Calcula el valor de d para que las fracciones

sean iguales,

2

Escribe los nmeros en tres formas fraccionarias:

a8 b2 m—g

= 9-5

Halla la fraccion ireducible de las siguientes
fracciones:

22 9
333

710 300

b 3500 d 3600

indica Ia fraccion, simplifica y, a continuacién,
obtén el tanto por ciento que representa:

2) 180 de 720

b) 300 de 2500

Reduce 2 comin denominadr s sgintes
fracciones y ordénalas de menor a mayor

1

-

1

9 Interpreta las siguientes expresiones como mul-
tiplicaciones y calcula su valor:

3 usgazsv

b los2

H

7
Ldes
o Los 5 de 8

P
o Los 3 delos 2 de 36
0 interpreta las siguientes uprrsmm como mul-
tiplicaciones y calcula su valor:
3 iEd 427200
b) 20% de 7200
1
0z de 7200
de 7200
1 Razona la respuesta:
3) De qué nimero es 300 fa quinta parte?
b) ¢De qué ndmero es 8500 ¢l 50%7
2 Calcula el valor de la expresion:
5 3\ 4
92:3 (35
3 Realiza las siguientes operaciones:
3,12
05+G3
3 2 4
Ba= (%2
J 7 (3 9)
4 Realiza las siquientes operaciones:
3(8:y:3 p3(3-3
23(3+43) v36-3)




ACTIVIDADES

15 Realiza las siguientes operaciones:

17 Dibuia lossiguentes puntos de abscisa

Ax=3  bx

5
5, Qx=2

18  iCusles son las abscisas de los puntos A y B?

e
A

]

19 Dibuja en la reta acional fos nameros:

20 &n el salpicadero de un coche aparece el si-
quiente control del gasto de gasolina

£Qué fraccion de depsito representa cada sefal?
Si en el deposito caben 60 fitros, ¢cusntos ltros
correspondern a cada una de las fracciones an-
teriores? Si el ftro de gasofina vale 1,20 euros,
icusnto costard lenar medio deposito? 4Y tres
cuartos de deposito?

21 Una tormenta de granizo en Candelaria ha da-
fado 7 plétancs de cada 15 en la huerta de
Eduardo mientras que en la de David ha dafiado
4 de cada 9. {En qué huerta se han dafiado pro-
porcionalmente més plitanos?

22 un pintor prepara una mezcla con 4 ftros de
pintura por 3 itros de agua; otro, por cada
5 ftros de pintura echa 4 litros de agua.

a) LCual de fas dos preparacio
naimente mds pintural

ne proporcio-

b) i cada uno de los pintares llena un bidon con
63 ltros de mezcla, cusl es la cantidad de pin
necesita cada uno?

tura

23 En un instituto, ; de los alumnos estudian ma-

tematicas, y el 35%, fisica. iCusl de estas dos
asignaturas es s mas elegida?

24 Un coche recorre 50 km en tres cuartos de hora,
y otro recorre 36 km en 27 minutos. (Cudl es
mas rapido?

25 cCuintas botellas de 3 de lro necesita un bo-
deguero para envasar 600 litros de vino? &Y
cudntas de 3 de litro?




VIDADES

26

27

28

29

30

31

32

33

Una aleacion em’ compuesta por 5 9 de cobre,

de estaio y 3o de e v kllngvamws

de cada metal hahra en 348 kg de aleacion?

Luisinvita a sus amigos a comer una tarta. Pedro

1
come 5 Ana, ¢, y Tomas, 3. i Luis se come ¢l

G
resto, Lcudnto come?

1
Una barra de cobre se corta en 5 trozos de .

metro, respectivamente. ¢Qu
52076 3 % metro, respectivamente. (Qué
longitud tenia inicialmente si en cada corte se

estropea 25 de metro?

Dado un cordel, Juan coge la mitad; de lo que
queda, Pedro coge la mitad; de lo que queda,
Maria coge la mitad; de lo que queda, Carmen

coge . Al final quedan 30 cm. Cusl era la lon-
gitud del cordel?

Un grifo es capaz de llenar un depdsito en 10
oras y otro en 8 horas. (Qué fraccidn de de-
posito se llenard si ambos grifos estan abiertos
durante 2 horas?

De los tres carios que fluyen a un estanque, uno
puede llenarlo en 36 horas, otro en 30 horas y
el tercero en 20 horas. Halla el tiempo que tar-
daran en llnarlo juntos.

Un hombre realiza un trabajo en 4 horas y un
muchacho tardaria 6 horas en realizar o mismo.
iCuanto tiempo emplearian trabajando los dos
juntos?

Un grifo tarda en llenar un depdsito 6 horas y
otro tarda en llenar el mismo deposito 4 horas.
iCuanto tiempo emplearan los dos juntos?

34

35

36

37

38

©

40

De los dos carios que fluyen a un estangue, uno
puede llenarlo en 36 horas y el otro en 30 horas.
Al l demate s taiedaenvadako 20 -

5. Abiertos los grifos y el desague al mismo
hempa, Lcuinta s trdar en Nenar e esan-

Un labrador tiene pienso para alimentar una
vaca durante 27 dias, y s fuera una oveja, para
54 dias. ¢Para cuanto tiempo tendria pienso si
tuviera que alimentar a la vaca y a la oveja?

Interpreta en forma decimal o frac
siguientes expresiones:

2) Tres cuartos

b) Tres de cada cinco.

<) Escala 12 50000,

d) Cuarto y mitad.

¢) Tres partes por millon.

) Tres partes de pintura y dos de agua.

En la merienda, Ana se ha comido la mitad de
la tarta; Maria, a cuarta parte, y Elena, la sexta
parte, y el plato se ha quedado vacio. ¢Es cierto?

Oibujaen o rect raciona I ndmeros puestos

y ~1. {Como son respecto
b origen los puntos correspondientes a estos
pares de abscisas?

~3,5y -5,

i divides el numerador y denominador de una
fraccion por el maximo comn divisor de ambos,
iqué dlase de fraccion resulta? Razona fa res-
puesta.

Para dividir el nimero 4578 entre 25, lo multi-
plico por 4 y separo luego con una coma las dos ‘
cifras de la derecha del producto. ¢En qué me
fundo paa opear i Pon otosdos gemplos |
aclaratorios.

=1

|



a5

a7

49

iComo hallacds w\ némero racional compren- 50 om«nmgvmo quenosnlomu«lgm
en alimentacion de

2
ddo entre S0y §1lnndﬁhlumhdeum’

Comprueba con un gjemplo que 1a semisuma de
nimero comprendido en-

o5 dos ngmeros €5 un nimero.
tre ambos.

sumentamos
queda aumentada en 3. ¢Cusl
de la fraccion? Justfica la res-

s-amaduauuhxoonh restamos 40,
fraccidn e 5. (Cusl es o denomi-
Wﬂhlmdn’hmﬂull’lm

{Qué fraccién 8 horas y 30 minutos.
de un dia? Lvldasylz horas de un semana?
Simplfica Las fracciones obtenidas.

mdw«xwauhshxm

Las abscisas de los puntos Ay B son a = 3y
b = 7. iCusl es la abscisa de M, punto medio
el segmento AB?

£ agua, 3l congelarse, aumenta su volumen un
décimo del mismo. {Qué volumen ocuparén 300
tros de agua después de helarse?

wwwuméaumqm
uummmumm%«unm-

yecto. Sabiendo que al final s0bran 6 iros, halla
12 capacidad del deposito.

51 w obreros hacen un trabajo en 3 horas. Urm
o

52 vmwummhm

53 Uncn(hemﬂdmhommr«m«eﬂlwm

54 India ¢ nimero racional correspondiente 3 los

Pescado
Fruta
",
Verdura
Carne

Sila familia gasta 400 euros en comida:
3) Excrbe 1o fraccén del gasto segin ¢ tpo de
imentacién.

b) Calculs ¢ gasto 0 cada tipo de aimento.

haria en 4 horas, Halla ¢l tiempo.

cantidad de

voios peqoehos o ue S vases andes S

mmwu.m«um:u«m«

gua queda en 1 jama después de haber lenado
un Va50 pequeAo y uno grande?

A8, y otro en ¢l trayecto BA tarda tres horas.
Saliendo al mismo Wumdﬁlyﬂmﬁ
B, Leudnio tempo tardarén en encontrarse?

puntos A 8y C:




= Ol
o Pedro te acaba de
dar su parte del trabajo que tenéis que hacer
a medias. Pero cuando has ido a sacar los
papeles de la mochia se te han caidoy
se han desordenado. Los has
recogido y, como Pedro los
habla numerado, has podido volver
aordenarlos (1,2.3... hasta 8).

*Elnimero puede |
decise que goblemaal
mundo de la cantidad, y
las cuatro regles de fa |
aritmética
en ser
consideradas

habia ocho?
No se habré perdido alguno?
Realmente no puedes saberlo
Pero si él hubiera numerado las
péginas con nimeros fraccionarios

Clek Mawel,
un fiscoy
podrias estar seguro. matemdtico
4Quieres saber cémo se hace? Es sencillo escocés que
Cada hojaleva un nimero fraccionario cuyo MO H sl sy de
denominador es siempre el total de las que tiene e G
trabejo. En este aso la primera seria 1/8 (a
primera de ocho), la segunda 2/8y asf hasta 8/8.

e e odrds e 0
e matematicas?
i de

Jora con ust

as partes 0
edes

Comoves

Himero de significados

,simo (2
o0 (167, guna vez h atus pad
e mucha gente 1o mucha gente usalas fracciones para
dejes engeh
avo’

Aunqus

tinote ar por €l

res bastante
cuartoy mitad” o “tres cuartos’

‘mitad de cuarto’




Pitagoras ensefando a sus
| dscioulos e 15701

| &1 etogaty pe

busto e rcies 49 e

Se dice que Perices murid de o peste que se Il también 3 Ia cuarta
parte de la poblacion ateniense. Para conjurar el peligra se envid una de-
legacion al oraculo de Apolo en Delos para preguntar cmo podria desa-
recer la peste, a lo que el ordculo contestd que era necesario duplicar el
altar cibico dedicado a Apolo, Al parecer, los atenienses multiplicaron por
o o dimensioes el atar, pero st 0o i para detener a pst. £
cumpié fa peticion del ordcl
Pidgoras fue uno de losprimeros matemdticos que estidaron s necesidad
jevos numeros ademds de los nimeros racionales. Su célebre teorema
ol wn et raros T T MR 6 Tackr (% e
cionales)




resion decimal u

de los nimeros racionales

Un nimero racional puede escribirse de muchas formas. Por ejemplo, tres
cuartos tiene como expresion cualquiera de las siguientes:

9
=§=73=075=0750=

Para pasar un nimero racional de forma fraccionaria a forma decimal basta

dividir el numerador por el denominador. Al hacer la division, los restos

diferentes que pueden aparecer son los numeros menores que el divisor

Por tanto, a partir de un momento las cifras del cociente tienen que re-

petirse en bloques iguales de cifras, llamados periodos

in sea el periodo y el lugar de su comienzo, se tienen las tres siguientes
posibilidades;

a) En la division (fig. a) aparece un resto 0; por tanto, las ciffas siguientes
del cociente son 0y la expresion decimal es limitada. Se llama exacta
Aqui podemos considerar como periodo el 0.

Una fraccion es exacta cuando en la division aparece un resto parcial

b) Los restos de la division (fig. b) son distintos de 0 y los periodos se
repiten desde la coma. En este caso la expresion es ilimitada y se llama
periédica pura
Una fraccién es periddica pura cuando las cifras del cociente se
repiten en blogues iguales después de la coma.

9) Los restos de la division (fig. <) son distintos de 0.y los periodos no se
repiten desde la coma. En este caso la expresion es también ilimitada
y se llama periddica mixta.

Una fraccion es periédica mixta cuando las :\fras del cociente se
repiten en blogues iguales, pero no después de

i una epres o ccinalspoe emply 32,5623 25 e msnnguen tres

partes: parte entera, anteperiodo y periodo.

[ raneentera Anteperiodo Periodo |

= * » \

1 Todo nimero racional puede escribirse en forma decimal periédica.

. = UNENO
1 Escribir en forma decimal: y c
0,175000.. Parte entera 0, anteperiodo 175, periodo 0.

1142857 142857...  Parte entera 1, periodo 142857,

2,16666... Parte entera 2, anteperiodo 1, periodo 6.




Unilza tu calculadora y halla

pe——c g
i s o
bt

St s o ot s

& L
» e 14 part decimol exoc

 Wilzo u calctadora y hollx
el valor decimal de 1o froc
cion 22, para el introduces
122105 obtencs 123232303
No vemos todas lo cos ce
imaies pero en relidd i

e i 5 dec
22 e

Esto es una fa
puna.

la parte entera.
23 es el periodo.

« Uniliza tu caleuladora y halla
el valor decimal de o fac-

aitn 4245, por et intro-

es 48046811 b

ndrds 4.853212121. No ve-
mas 1 deci-
males pero en reaiidad tiene.
infinitas. €s decir:
4804

= 43221, =

Soo00 = 45321

= 1853
Esta es una froccion periddi-
ca mista.

Ia parte entero.

ges
853 es el anteperiodo.
21'es el pesiodo.

N & i i, e s il i s et
en forma fraccionaria. En los siguientes ejemplos se indica el proceso para
olar 1 focion 3 PAF de e g ue" e e epioris. decs
distintas obtenidas en el epigrafe anterior.
2) Forma fraccionaria de x = 3,63000...
Se multplica por 100: 100 = 363, de donde x = 202

b) Forma fraccionaria de x = 3,7575.
Se multiplica por 100:  100x = 375,7575,
Se deja como esté: x = 37575

Se resta
Se halla el valor de x

©) Forma fraccionaria de x
Se multiplica por 1000:
Se multiplica por 10:
Se resta:

_2418-24 2454
390 990

Estos tres casos se pueden resumir en una formula que permite escribir de

manera répida la fraccién correspondiente a una expresion decimal perid-

dica

Se halla el valor de x.

€ s0n as cifas de la parte enteca.
EAP-EA | Ason las iftas del anteper

iodo
S0 S0 5. 9 on tanos 9 coma i e o e
0.0 50 tantos 0 as tene el anteperiodo,

1 Todo numero decimal periedico puede escribirse en forma fraccionaria,

2 Escribir en forma fraccionaria los siguientes nimeros:

w275 -2
-1
b) 2,47474; % "9
o 208353, - 20025 208 ’“ 28 1

99900
(comprabar estos v:suiwox utiizando una calculadora).




i i avo Jos nimeros raconalestenen una caacersica esnci
resion decimal es periodica. Cabe ahora pregun

LEmlen nimeros decimales cuya expresion no es ptnbdlza'{

La expresion decimal

2= 0,110 100 1000 10000 100000 1000000 ...

es un niimero decimal no periédico. Este nimero es faci de constrir se

obtiene colocando sucesivamente bloques de 0, 1, 2, 3, 4, 5, ... ceros detrés
e cada 1. Nunca hay un bloque de cifras que se pueda repetir como

periodo,

Un namero importante aparece al medir la longitud de la circunferencia

tomando el diametro como unidad: es el nimero . Para los calculos, en

cursos anteriores se ha tomado como valor aproximado 3,14. Sin embargo,

su expresion decimal = 3,141592..., no es peribdica.

La medida de la hipotenusa de un triangulo rectangulo cuando los catetos

miden 1 es \/2; al calcular su valor aparece también la expresidn decimal
V2 = 1.4142135.... que no es periodic

€n genera, las raices cuadradas no exactas de nimeros naturales dan

lugar a expresiones decimales no peridicas.

Las expresiones decimales no periedicas se llaman ndmeros irracionales.
Los ntimeros racionales e irracionales se llaman nimeros reales.
€l conjunto de los nimeros reales se designa con R o 8.

» Los némeros irracionales no pueden expresarse en forma fraccionaria,

ya que no son periodict

+ Los nimeros reales son una ampliacion de los nimeros racionales, que
3 su vez abarcan a I teros y estos a fos

3 Uulﬁnr los siguientes numeros decimales en racionales o irraciona-

a) 222333 111 22233

b) 2,2 20 200 2000 20000 200000

© 31121221222 12222 122222 ...

d) 4123321123 321123321 ...

2) Racional, ya que tiene como periodo 111 222 333,

b) Irracional, ya que detrés de I cifra 2 se van colocando sucesivamente
0,1,2,3, .0, . ceros.

9 Iracional, yagnemdelam 1 s van colocando sucesivamente
01,23, .

) Racional, ya mmm periodo 123 321,

Trata de investigar tu calculo-

a y hall lo expresién deci-
mal de \/3, para ello general-
mente has de

i'lo has hecho bien has ob-
tenido

Lo pantalla salo tiene espacio




Un ndmero iracional tiene un numero ilimitado de cifras; por tanto, su
valor exacto es imposible escribirlo. Para manejar estos numeros tenemos
que utilizar aproximaciones de los mismos. Aumentando el nimero de ci-
fras el eror va disminuyendo, de modo que puede ser tan pequenio como
se quiera

Veamos como se calculan las aproximaciones decimales de \/T3.

Por definicion:  \/13 - V13 =

Aproximacion entera: 1,2, 3, 4,

2.4 ?5 ego: 3<V13<4
€l error cometido es menor que: 4 - 3
Aproximacion decimal: 3,1, 3.2;
3735 258) wew se<vis<s
€ error cometido es menor que: 3,7 - 3,6 = 0,1
Aproximacién centesimal: 3,61; 3,62,

Erei ] Luego: 360 < V/13 < 361

£l error cometido es menor que: 3,61 ~ 3,60 = 0,01

Siguiendo este procesa se pueden obtener las siguientes cifras decimales y
escribimos

1

V/13 = 3,6055512.
Este nimero s irracional.
£n la tabla siguiente se resume este proceso y se indican los valores apro-
ximados por defecto y por exceso, asi como el error cometido:

[ Por exceso 4 37 e | e
| Pocdetecto | 3 36 360 | 3605
1 01 001 0,001 |

Vnesd | Vokama | vcombios | Tk | =]

Esta estrategia de amenor-mayor se utiiza también para calcular apro-
maciones de nimeros irracionales tales como

2, V3. V5 V6,

un trisngulo rectingulo cuyos catetos miden 2 cm.

Por el teorema de Pitagoras se tiene: 2’ + 2 = x'. Luego: x = \/8
Aprosimacion entera: 2 < 8 < 3. Luego:

Aprosimacion decimal: 28 < 8 < 2.9 28.
Aproximacion cenesimal: 282° < § < 263’ Luego: x - 282..




Las operaciones con niimeros reales son las mismas que con num:m

racionales. Las operaciones se realizan con aproximaciones decimal

Gefeto 0 po exesd,con mas 0 menos ek g o grad de prcson

que interese

« En la practica se utizan aproximaciones por defecto.

« Si se emplean maquinas, se elige 13 aproximacién maxima que admita.
Luego, se toma el nimero de ciras adecuado al problem
Por jempl, s 7 = 3,141592...con 4 o s puede tomar 3,1416,3a
que el error es menor que si se elige 3,141

« Si se quiere controlar el error se deben \mllzav aproximaciones por exceso
y por defecto con el mismo nimero de decimales.

n o tablas siguentes se suman y mukiplan dos ndmeros iraconales

se estudia el error cometido:

SUMA V2 Vio V2 +Vio I
Por exceso 14143 363 5765
Por defecto 1412 3162 45764
Eror < dferenca 00001 = ooz |

La suma por defecto es 4,5764, y el error cametido, menor que 0,0002

PRODUCTO N [ Vio V2 Vio
Por exceso 14183 30623 4472080
Por defecto e | sz san083
Error < diferencia oxor | o1 0000457

€l producto por defecto es 4,4719, y el erfor cometido, menor que 0,005

Las operaciones con ndmeros reales cumplen las mismas propsedods
Iqmlasdelos nmles_yaquesem\un aproximaciones.

5 Se quiere saber el érea de una plaza circular de 50 m de radio. {Qué
error se comete tomando = = 3,14152
€l drea del circlo es =r'. e omekdo e meror g ey
‘entre las aproximaciones por exceso y por defs
imacion

-3:2500 2500 m*
S350 =250m
sm

3 25 m
Diezmiesimal: 3,1416 - 2500 - 31415 2500 = 0.25 m'
€l error cometido es menor que 0,25 ',




En la unidad anterior hemos vsto como se representaban los NUmeros ra-

cionales. Para ello se necesita fijar dos puntos:

« &l punto origen O, 3! que se le asocia & ndmero 0;

+ ¢ punto unidad U, al que se le asocia el nimero 1.
N { 1

y

13
X 1] T
C S T T

© Nameros irracionales

Algunos nimeros irracionales se pueden representar con regla y compés,
por el procedimiento del dibujo del margen. Sin embargo, para muchos
numeros no se puede apliar este método. La representacién de estos ni-
meros se hace por aproximacién. Veamos como se represent el NGMero
iroconal V/2 = 1,25992... Obsena el dibuio,

+ Primera aproximacion: £l punto ests entre 1y 2,

+ Segunda aproximacion: £l punto estd entre 1,2y 1.3,

« Tercera aproximacion: EI punto ests entre 1,25 y 1,26.

+ Cuarta aproximacidn: EI punto esté entre 1,259 y 1,260

Este proceso se puede continvar indefinidamente, perd los ities de dibujo
0 permiten r mucho mas leos.

i i

o)

11259, 1.260)

T B

De esta forma podemos asociar cualuier nimero a un punto de la recta,
También lo contrario s cierto; es decir, a cada punto le corresponde un
nimero.

| e U LS

6 Dibujar el nimero irracional =.

El ndmero = = 3,141592... or tanto, ¢l punto estd entre 3 y 4, entre 3,1
¥3.2, entre 314 y 315, y asi sucesivamente.

to menor es el rodo, ma-
sk ok z

En lo aproxin Q
To. e od. 4o f avcen o | [ =5 o 1 3 A
e comeide




7 Ordenaél&yl de nimeros reales. i
Valor absoluto

< Ordenacion de numeros reales
€n la unidad anterior hemos visto c6mo se comparan numeros racionales
y, por tanto, c6mo se ordenan. Para los numeros reales, aquellas definicio-
es siguen siendo validas.
3
2) Dadas las fracciones  y :. Zcudl es menor?
Aqui la respuesta no es inmediata. Si reducimos a comin denominador
estos nimeros, se obtiene:
£3 saM2 3.8
74 w28 377
También se pueden comparar estos nimeros pasando a expresiones de-
cimales;
6 3 3_6
2=085. y ;=075 o
5= 085. y 7=075 lwego ;<3
b) Dados los ntmeros irracionales \/10 y =, dcual es menor?
Expresando estos nimeros en forma decimal, se tiene:

V10 = 3,16.. = = 3,14..., luego = es menor que \/1

I Para comparar nimeros reales se pasan previamente a forma decimal.
Luego, se comparan los ndmeros decimales.

< Valor absoluto

Los nimeros opuestos se representan por puntos simétricos respecto del
origen y se dice que tienen el mismo valor absoluto.

Por ejemplo, los nimeros —2 y 2 tienen el mismo valor absoluto,
=\/5y \/5 también tienen igual valor absoluto.

€l valor absoluto de un nimero a se designa por |a | y coincide con
el nimero si s positivo o 0, y con su opuesto si es negativo.
i [ asia=0

~asia<0

7 Quién es menor, \/17 6 3\/27
Pasando a las expresiones decimales, se tiene:

Vit

32

412
4.24.

luego s menor \/17.

Para cada nimero positivo hay

dos._nimeros que lo_tienen

como valor absoluto. Por ejem-

plo. 3y 3 tienen el valor ab-
3

Existe una excepcion: solo hay
1o con valor absoluto
ceros el propio cero.




L fe nameros permite definir algunos conjuntos de nimeros
Qque tienen una interpretacion geométrica en la recta real.

“ Intervalos
Los mlewalm estén determinados por dm nmeros que se llaman e

mos; en u
Skt Y kot Pt e s SR

€n las figuras se indica por:

» dirculto negro si el extremo se considera del intenvalo;

« circulta blanco si ¢l extremo no se considera del intenvalo.

Segun esto se tienen los siguientes casos, en los que se dan también la
notacion y el nombre:

= Semirrectas

Las semiectas estén determinadas por un némero; en una semirrecta se
encuentran todos fos nameros mayores (o menores) que &l Segin que
entre 0 o el origen de la semirrects, se tienen os siguientes casos en
que se da también la notacion:

i< ki<2 |x|>2 |xj>2




RESOLUCION DE PROBLEMAS

Pararesolver un problema

+ Hacer un dibujo.

* Utiizar la calculadora

+ Redondear los resultados.
+ Interpretar las soluciones.

A don Aniceto se le ha encargado pintar una superficie cuadrada de

21 m’. Después de ciertos calculos no esta seguro de si el valor del

lado del cuadrado que debe pintar es el correcto. ¢Cual es el valor del
do? ¢Qué instrumento de medida debe utilizar?

ProBLEMA

Se i un cuadado. Las dos dmensiones son
iguales. S toma como valor dl lado bus

La superfcie del cusdrado es x = 21, <[
tta de calcuar un nimeo x aue mumpmao por

si mismo dé 21, es deci \Z

HAcER uN DiBulo

Posamos 1 0 B B

y aparece en pantalla  4,582575695

Uniizar
LA CALCULADORA

Cuando se uliza la calculadora, i el resultado no es exacto, en a pantalla
aparecen muchas ciftas decmales, pero generalmente no son necesarias
tantas, por ello se redondean los resultados.
3) Redondeo de \/21 con una cifra decmal
Observamos la sequnda cifra decimal, que es 8; por ser mayor que 5,
anadimos una unidad a la primera cifta decimal
Por tanto, V21 =46
b) Redondeo de \/21 con dos cifras decimales:
Observamos |a tercera cifra decimal, que es 2; por ser menor que 5,
dejamos la segunda ciffa decimal como aparece en pantalia
Portanto, V21 = 458
Redondeo de /21 con tres cifras decimales;
Obsenvamos la cuarta ciffa decimal, que es 5; por ser mayor o igual a
5, anadimos una unidad a s ercer £ docmal
Portanto, V2T = 4,583

REDONDEAR LOS
RESULTADOS

S| edondes con una o deomal o ok del ldo s 45 my tend
q.m wtiizar una cinta mérica que marcara los
edondescon dos i decialesofvalorde ado e .58 my e
quz utilizar una cinta métrica que marcara los centimetro:
ndea con tres ciffas decimales el valor del lado seria 4,583 m y
tencia Qe Viizar una dinta mérc gue marcar los millmeros,

INTERPRETAR LAS
SOLUCIONES




Escribe en forma decimal y fraccionaria

3) 16 décimas. 13 centésimas
b) 676 centésimas d) 8257 miésimas.

2 Expresa en unidades decimales, décimas, centé-

~

simas o milésimas los siguientes nimeros:
3026 b) 8326 O 23444 o) 189875

Expresa las siguientes fracciones en forma deci-
mal. Compara el resuado con los factores que
aparecen al descomponer los. inadores.
Puedes sacar alguna consecuencia?

318 n1B 2338

YismzE P3Gy

132

E]

n

Escribe los nameros decimales como fracciones:

) 025 175 0121
b) 0333, 2121212, 0126126,
) 02333, 4123535, 034545
Calcula las siguientes operaciones:
2) 1585.. + 1,333,
b) 6,000.. + 7,999,
'
o 3 +04999.

) 10.999.. + 644999,

Indica si el desarrollo decimal es periodico o no:
2) 7,555,

b) 0,438 538 538

<) 0,30 300 3000 30000 3.

©) 023 223 2223 223,

Di si son racionales o o los siguientes nimeros:
1252255222555,
d) 2512332123321

) 7.8888.

b) ~6,494929
Escribe las aproximaciones por defecto del ni-
mero = = 3,141592... con las minimas cifras

para que e error sea menor que una décima,
centésima, milésma.

=
&

16

17

Da la aproximacién por exceso de cada nimero:

n 5

joi m Vg

con las minimas cifras para que el error sea me-
o que na centsima

D

Indica cul es ¢l mayor de los siguientes nime-
r0s:

a) 3415 212 65y 3414 223 65
b) 7,00100010000... y 7,100100001.
3,141 592 5535...y 3,141 592 6535
) 6,121 231 234..y 6,121 231 235.

Escribe un nimero real comprendido entre los
uientes:

% IVZy V3

£
dey 35

b2 y 14183
Ordens de menor a mayor los siguientes nime-
o5 utizando valores aproximados:

Ve 2 s AL 2m,

L

Calcula fa suma y el producto de \/5 y \/13
dando el resultado con dos cifras decimales
eactas,

Comprueba cusles de Ias siguientes relaciones
son ciertas o faisas:

35| =-5
bjo-7]=7

J[4-8|=4-8

d) [12-15] = 12| = 15

LEn qué intenvalos entero, decimal y centesimal

e encuentta e nimero iracional
Dibja fos intenvalos de las res primeas apeo-
ximaciones de \/7.

5
Oados o intelos A = (2.3) y 8 = 01 2,

represéntalos grificamente y i si tienen algiin
punto en comir




VIDADES

Representa en la recta rea los siguientes inter-
valos de numeros:

A4 b0E dlLs d -4
Representa en la recta real las siguientes semi-
rrectas de nimeros:

a) 24%) b) (-%,8) 0 (1, +2) d) (=, -2

Utiliza la calculadora para hallar \/456 y redon-
dea el resultado en los siguientes casos:

) Con una cifra decimal

b) Con dos cifras decimales.

21 Utiiza la calculadora para hallar \/253 + /33
y redondea el resultado en los siguientes casos:
a) Con dos citas decimales

b) Con tres cifras decimales.

22 Un prado cuadrado tiene de area 1500 . Uti-
liando b stategiaamenormayon, <lc o
el lado hasta el orden de las décimas de

Calcula el lado de v depdsio e forma de cubo
cuya capacidad Y.l orden de aproxi-
i e e Vata e deckris

Antes de saber que el numero = era irmacional
se dieron algunos valores del mismo por diferen-
tes matematicos.

2 355 BB IAS

3 L(Mnm cfras decimales de estos numeros
coinciden con las de = = 3,14159265...7

b) Escrbitos uego de mayor & menor aproxime-
[

£Qué cantidad de alambre se necesita para cer-
car una finca cuadrada de 2000 m'si se quieren
poner tres vueltas de alambre? Calcula el lado
con una aproximacion de centimetros.

26

32

33

La hoja DIN-A4 tiene unas dimensiones tales que
la Inngnnd es igual 3 la anchura por \/2. Si el
lado pequedio mide 21 cm, Zcudnto mide el lado
mayor? Utiliza fa aproximacion centesimal de la
raiz cuadrada.

Las tarjetas de cridito o el documento nacional
de identidad tienen forma rectangular y sus di-
mensiones son tales que su cociente es:

_1+Vs

2
Si el lado menor mide unos 54 mm, icuinto
mide el lado mayor?

(Calcula el rea de un circulo de 10 cm de radio
y expresa el resultado con tres decimales exac-
o5

Calcula a diagonal de un recténgulo cuyos ados
miden 10 cm y 12 cm. Expresa el resultado con
una aproximacién centesimal.

Calcula el lado de un cuadrado inscrito en una
circunferencia de radio 10 cm. €1 nimero que
has obtenido, es racional o irracional? Dibuja la
circunferencia y wtilza el teorema de Pitagoras.

Calcula fa altura de un tridngulo equilétero cuyo
lado mide 6 cm. {Qué clase de numero es?

Dibuja un munguln wya dugml valga \/5.
tiliza el teorema de Pitagoras

Calcula el drea de un tridngulo equilitero cuyo
lado mide 10 cm. Expresa el resultado con tres

Resuelve el problema de Delos propuesto a los
atenienses por el oraculo de Apolo. Suponiendo
que el altar tenia 1 m’, écudnto mide la arista
del cubo de 2 m'?

Un depdsito de agua de 2000 m' tiene forma
de ortoedro de base cuadrada. Calcula la arista
de la base sabiendo que 2 altura mide 10 m. €1
orden de aproximacion debe ser hasta las déci-
mas.




36

37

39

4

py

42

43

44

I DADES

iSon ciertas estas igualdades?

{Hay algun numero decimal comprendido entre
0.999..y 17 4 entre 3,999...y 47

(Qué diferencia hay entre las expresiones deci
males de un ndmero racional y de un nimero
irracional? Pon ejemplos

iVerdadero o falso? Por qué?

2) Todo nimero real es raconal,
b) Todo nimero natural es
) Todo nimero entero es racional,
d) Todo niimero real es irracional.

iCusntas veces cabe el diametro en Ia circunfe-
rencia? ¢Este nimero es racional o irracional?

{Cudntas veces cabe el lado de un cuadrado en
8 dagoral? Lo nlmer e aconal e

Razona si son ciertas las siguientes relaciones:

Efectia la divison 1 :
cimal que ocupa el lugar

7 Lc-ul serd la cifra de-

et I dviidn 514, Cull e i de
cimal que ocupa el lugar 1

48

49

51

£Qué cifra ocupa el lugar 100 después de
coma en el numero rracional 0,07 007 0007‘,47

Escibe las aproximaciones por exceso del
o0 it = 31382, con I s i
para que el ertor sea menor que una décima,
centésima, miésima,

€l nimero = se ha expresado cisicamente por
medio de las sprorimaciones fracdonariss =
(Arquimedes) y e lAdnln Métius). Compara

estos valores (nn el de 7 = 3,141 592 653 .
di cual es el orden del error cometido.

Tienes una bolsa con 10 bolas numeradas del 0
al 9, Vas a extraer bolas y formas un ndmero con
el siguiente criterio: 4La cifra de la primera bola
extrida es la parte entera y as ciffas de los si-
quientes forman la parte decimal

a) 5i cada vez que extraes na bola no la dewel-
Ve CUl & B et b & ko aue
puedes obtener?

b) i cada vez que extraes una bola la devshes y
el proceso no termina nunca, 4crees que obten-
dras un nimero racional 0 rracional?

Observa la sucesion de nimeros racionales:
______ 19601
2'512'29° 70 169' 408" " 13860

2) dcudl esla fraccén sguiente?
Halla la relacon ente una fraccon y la antrir.
b) Con la cakuladora, halla los valores decmales
e cada facn. Ui g ner e c

Representa \/17 y \/29 en la recta real utili-
zando el teorema de Pitagoras

Para representar las raices cuadradas de los ni-
meros naturales se utlza el teorema de Pitigo-
e Esrbe conlos cmddes 1,4, 15, como
suma o diferencia de estos, los restantes nime-
1 s 20, Bl nimero v d;thinos
debe ser




M URA AL

'MATEMATICAS

1618... parece a simple vista un nimen cuakpiera, pero en realdod
s un ndmero de 0o, Ye en la antiqua Grecia, fidsofos y artistas
descubrieron que los rectéingulos cuyos lados  y b estén en relacin

A ese nimero (e es e resultado de.

e dieron por
en honor e escultr Fidas, massiro de s proporciones. €

rectinguio dureo tiene una curiosa propiedad. Si creas en &l
cuadrado K
no lodo el ado corto
el rectingulo, la parte
que sobra es. a su vez.
un rectingulo dureo;
una especie de o del

anterior que guarda
exactamente las

msmas proporcianes
que su pade.

\a bellezay I ormoria de 108 rectingulos BUreos.
Cientos de cuadros
guardan exactamente es3:
las
das de algunas' de' Lie
enon de Atenas) son
lé)nm::\: ‘c::m titulado "Semitaza g?lmmh
licable de CInc0' metros de’
el m:q,:‘; Salvador Dali dispuso’ todos IL)ZO5
o qios I
(ABCD., ABEF. AGHF, UHF. JHKN,

s han apreciedo
"Alolorgo de a stora muchos artSES ban a9 \‘




Potencias y raices
de numeros reales

POTENCIAS DE 10 Y EL UNIVERSO




1

« Definicion —
El producto 3 *a 3 a - a-a - atiene sus siete factores iguales. Este

prochocto se indics en forma sbreiaca st 4

+ a' se llama potencia, y el factor a, base.

I

« El nimero de veces que se repite el factor a se llama exponente. |

La potencia »' se llama cuadrado, y la potencia x', cubo. Las siguientes se
llaman cuarta, quinta, sexta... y, en general, enésima potencia

La potencia a", (n > 1), es el producto de n factores iguales a la base:
a=a:a-a .-a (nveces)

+ Las propiedades

La notacién potencial facilita los cdlculos con nimeros y sirve ademds para

ecordarlos mejor, Las siguientes reglas indican c6mo se opera con poten.

as. Estas propiedades son consecuencia inmediata de la definicion.

et =g El producto de dos potencias de la misma base es
otra potencia que tiene por base la misma y por ex
ponente la suma de los exponentes

:a'=am"  El cociente de dos potencias de la misma base es

otra potencia que tiene por base la misma y por ex.
panente la diferencia de los exponentes.

a" b7 = (a-b)" E producto de dos potencias can & mismo expo
nente es otra potencia que fiene por base e pro
ducto de las bases y por exponente el mismo.

a":b™ = (a:b)" El cociente de dos potencias con el mwsma ‘exponente

otra potencia que tiene por base el cociente de ‘
Iss bases y por exponente ef mismo. [
= La potencia de una potencia es otra potencia que
tiene por base la misma y por exponente el producto |
de los exponentes | J

(=59 = (-5) - (-5) - (-5) = -125
(7= (D =7) - (-7 - (-7) = 2401

=35

1 i de suods dfee:
tes o loncor dos d




J La definicion dada de potencias de exponente natural exige que e nimero
n sea mayor que 1. {Qué sucede entonces con las expresiones

et el 0

(ORDEN DE MAGNITUDES .3
DE ALGUNAS MEDIDAS iSe les puede asignar algun numero de modo que sigan siendo vaidas las.
OF MUESTRO UMVERSO ||| mismas propiedades que tienen las potencas de exponente natural mayor
(0% Distocio o los esue. || QU 17 A continuacien se trata de justifcar la definicién de estas potencias.
més cercanss. Obsena en el cuadro siguiente qué ocurre cuando se aplica Ia definicion
10" Distancia of Sol de potencia y la propiedad del cociente de potencias
10" Distancia @ la Lunc.
10" Didmetro de lo Tier. St los dos
P il resultados deben
bis vecinos. ser iguales,
ki conviene tomar

10 Atura de un cero pe- ||| [
wero.

a

10" Lorgo de una piscina

107 Didmetro de una mesa
camillo.

L ampliacion de potencias 3 exponentes enteros se realiza en la siguiente

107 Longiud de onda de
fos royas visibles.
10" Longiud de ondo de ||| definicion, con a cual siguen siendo validas las cinco propiedades de las.

yos potencias.

mmmammm»m&
=a-a n>1
al=a =1

=t
at=l m>0
1as prpiedades de esas poenciasson as msmas
quem«mmmmmmn

3 Hallar el valor de las siguientes potencias:

=

st poten 0 s puede o
que tome un vo-

o e, ITFra




i decimos que el nimero de quinielas de 14 partidos es 4 782 969, es facil
que la mayoria lo olvide; pero si decimos que es 3 (3, resultados de un
partido, y 14, nimero de partidos) seguro que es mas facil recordarlo.

2 velocidad de la luz en el vacio es aproximadamente unos 300000 ks
E5ta cantidad, escrita en metros, es 300000000 mvs. Con potencias puede
escribirse asi

300000000 s = 3 - 100000000 mvs = 3 - 10" mis
La masa de la Tiera es, aproximadamente:
5980000000000000000000000 kg = 598+ 10% kg = 5,98  10° kg

Un afo luz es a longitud que recorre la luz en un afio. Su valor es, apro-
| ximadamente
9460000000000000 m
L masa de un proton es
0,000000000000000000000000000 169 kg = 1,69 - 10" kg
Esta forma de escribir nimeros grandes o pequefos utilizando las potencias
de 10 se llama notacién cientifica. Tiene la ventaja de que 5 més foci
recordar fos numeros y también mas simple el caiculo con ellos
En el sistema métrico decimal las potencias mds empleadas en las medidas
| se indican con prefijos seguidos de la unidad. Por ejemplo, la medida del
radio del electrn es, empleando potencias, 2,818 - 10 m, y empleando
of sistema métrico seia 2,818 femtémetros.

946 10" m = 9.46 - 10" m

* Una parte entera formada por una sola cifra no nula.
* Una parte decimal,
+ Una potencia de base 10 con exponente entero.

‘ Un nimero en notacien cientifia N = ab c d. - 10" consta de:
En esta notacién ¢l exponente n indica el orden de la magnitud.

4 indicar el orden de magnitud de las siguientes medidas:

a) La masa del Sol es: 1,98 - 10" kg.

b) La masa de un electron es: 1,67 - 10 kg.

<) La longitud del paramecio es: 2,5 - 10°* m.
Los 6rdenes de magnitud son: a) 30, b) ~27, ¢) 5.

5 Realizar las siguientes operaciones:
) 3741018 10"
b) 54210 68 10"
3741018 10"
b) 542-10° 68 10

(37418 (107 - 101 = 6732 10*
= 36,856 - 10" = 3,6856 - 10°

‘A medido que se han ido utli

pet w0
| tera
sina 0
mega S
ko w0
hecto 0
deca 0
w0 =1

i w0
centi 0

il w02
micro o
nano 0°
pico 10
femto 0
ato 0

‘ Las cakadoras muestran os
|| nimeros de una forma
dentfica, ast:




=ta9

£n la unidad anterior se han calculado raices cuadradas de un nimero por
roximaciones sucesivas utiizando a estrategia «menor-mayom. Aqui se
extiende este método para halar la raiz de indice cuslquiera de un nimero.
£Qué nimero positivo multiplicado por si mismo tres veces da 497
Este nimero es /49 y se llama raiz cibica de 49.
Por definicion:  (V/49)"
Para averiguar el valor de \/49 se puede sequir el proceso que se resume
en el cuadro siguiente. En & se van cakculando aproximaciones por defecto
y por exceso con un nimero de decimales creciente:

Va3 esta
Aprosimacén | Pordefecto | Porexceso | comprendido | €10
tera y-2 ] 3y4 |
Decimal 38 =886 | 37 =906 | 36y37 | 01
[cosiet {385 = 40527 [ 358 = gy | 3msy3s6 | o0 |

d proceso se pt equir un error tan
se quiera, sin m3s que aumentar el nimero de ciffas decimales que se
toman,

Por tanto, se puede escribir que /49 = 3,65930571... Este numero es
imagonal. En el calculo de raices aparecen a menudo numeros iacionales,
& ir, numeros decimales no peniédicos,

Los mmgms positivos cuyo cubo es 2, 3, 4, ... se designan por V/2,

V3,V y se llaman raices cibicas.
Los ndmeros mnvns cuya cuarta potenci es 2, 3, 4, .. se designan por
V2. N3,V se llaman raices cuartas.

Las raices srgmenm el gostios e laman alces quintas, sty
imas...,y en general raices enésimas. Todas las ajces se pueden
cular uvhzado la multiplicacién y la estrategia «menor-mayors.

Va = b e b" = a, n nimero natural,
En \/a, n se lama indice; \//, radical,  a, radicando.

6 ¢Entre qué numeros enteros se encuentra la raiz cubica de 1742
zzzjggl luego: 5< V/i78< 6

7 Expresar en forma de potencia la relacion \/23 = x.
Por definicion de raiz octava se tiene que x' = 23.




4 Numero de raices
Si el indice es par hay tres posibilidades:
+ Radicando positivo: existen dos raices opuestas.
Por ejemplo, la raiz cuadrada de 36 puede ser 6 0 ~6.
Para distinguir las dos raices se escribe: /36 = 6y —\/36 =
Notacion: la raiz posita se designa sin signo y la negatia con signo -
« Radicando igual a 0: tiene por raiz a 0.
+ Radiando negativ o tene ks, a que odo nimer cledo 3 una
potencia de exponente par es positi
i el indice es impar, todo nimero tiene una sola raiz. positiva, i el ra-
deando e postic; negatia 5 ¢l raccando e negavo, y s, s of
radicando es 0.
Por ejemplo: V/27 = 3, V3

0, V=27 =
+ Radicales iguales o equivalentes. Comparacién

Los radicales \/7 = \/7', V/7°, \/7, ... tienen la misma raiz: 2,645,
Estos radcales s die e 500 guales o aphalntes. S cbsanas s

/7 s darte cuenta de que para
| sar 0@ primero sl segumin o al Ve ¢ mutigican f indcs 1 o €
| ponente por un mismo numero.

Dos radicales son iguales o equivalentes si tienen las mismas raices.
Si se multiplica o divide el indice de un radical y el exponente del ra-
dicando por un mismo nmero natural dstino de 0, se abtiene oo
radical equivalente.

Esta regla permite simplificar radicales, obtener dos radicales con el mismo
indice y comparar radicales. EI proceso s similar al que se utfiza con las
fracciones.

De los radicales V/10° y

V/10° se puede pasar a \/10° y \/10° multipli-

cando indice y exponente por 4 en el primero y por 3 en el segundo.

De dos radicales que tienen el mismo indice es mayor el que tiene ma-
yor radicando.

8 simplificar los siguientes radicales: \/2’, /5", V/a"
Dividiendo el indice y el nw!ﬂle de cada radical por el mismo numero,

3, 6, respectvamente, se tiene: /2 = \/2, V/5, V/a'

9 Reducir a indice comin y ordenar \/2, /2, V/2'
Eigiendo com indice comn 12 = mem. (2.4, 6, ls racicales se
forman en: /%, /2%, \/27. Ordenacion:  \/2' < /2’ < ‘r-

Va | npar | nimpar |
avo| 2 '
a=o| 1 '

s cuents dscomponen
do el radicando en
sinpifondo ligo e idice y
el expone

D




Potencias a
=

% Hemos visto como se definen las potencias de exponente natural y entero.
porencia u M) | Qué sianifcado s puede dar s siguintes potencia
salalatalal
2 n@)"‘“" Observa en el cuadro qué ocurre al aplicar la definicion de raiz y la pro-
piedad del producto de potencias de la misma
2 I @)-1er.-
Aplicando la propiedad
[ g | oot
de la misma base.

e
N e

1
2 atan.. | e ovidodspemicn e, en qenel, s s ce onerte
A

Esta definicién se extiende a las potencias cuyo exponente sea na fraccidn
cualquiera. El siguiente esquema fustifica la definicion i queremos también
que se conserven las propiedades de las potenias:

Va == at
v

@y =at

Una potencia de exponente fraccionario es igual a un radical donde:
« ¢l denominador de Ia fraccion es el indice del radical, y.
+ ¢l numerador de la fraccion es ef exponente del radicando.

La igualdad de radicales se puede establecer a partir de la igualdad de
potencas de exponente fraccionario.

tencias de exponente fraccionario son iguales o equivalentes si
Ins radiaies gt o son'o; e i e rscsiones de
tas potencias son equivalentes:

VE e VE e dasie e

aio

Esta propiedad permite simpli
¥ comparar potencias. £l proceso s similar al q
De las potencias 10° y 10 se puede pasar a xo* y m'

v, obiener poiences con el mismo indice.
iza con fracciones,

10 Calcular el valor de la siguiente potencia:
W= T == \E =8
d-@)=2l-2-8

0 o
oo B o U




Las siguientes reglas indican c6mo se opera con radicales. La demostracian
es inmediata, basta elevar a la potencia del indice los dos miembros y
comprobar que el resultado es el mismo:

[ producto de dos radcaes
o misma nde & oo o
m que tiene por indice ¢ co-

iy por radiando ¢f -
ucto de os radcandos

Ve =Vab

VZ-Vi=Ve

mismo_indice e otro radical

T el radcando

La raiz de una ralz 5 otra iz,
que tene por indice el produc
0 de los indces y por radican-

Las propiedades de los radicales permiten introducir nimeros en un radical.
Veamos con algunos ejemplos como se opera:

3 2V3 = VaV3 = Viz
b) 2V/5 = VB V/5 = Va0

Veamos ahora cémo se realiza el proceso contrario, es deci, sacar fuera
del radical los factores que son raices exactas:

Las silmes quoioes aso
con recue

3) V200
b) /810 = /81
1 delos siguientes Tos factores
posibles:
A VZ+3VIE- VR b VE+ ViR - VB
3 V2+3VIB-\VE = V2+9V2-4V2=6V2
) V5 ¢ V80 - VB = V54615 - 4V/5 = 3V/5
12 simplificar:
a) V3 h)\Vs" 9V 4 Viom um-\m
) V3= Q VA= /3 = /3 “::;,’:X"’

\'/§ @ V1028 = V=2 =4

b V5




 Propiedades de las potencias

de exponente fraccionario
Las potencias de exponente fraccionario verifican las mismas propiedades
que las potencias de exponente entero. Las operaciones con radicales se
simplifican si se pasa a potencias de exponente fraccionario

i

&b = (a- by

@bt = (a6

=147 = (407 =

@r=att iy

+ Racionalizacion

En los calculos a mano conviene evitar denominadores con raices. Algunas
veces, multiplicando numerador y denominador por el mismo numero con-
sequimos que aparezca un nimero entero, Veamos un ejemplo:

s Vi svi

Vi Vave 2
Este proceso de obtener como denominador un nimero racional se llama

racionalizacién. Con | uso de las calculadoras ha perdido utildad, pero
es todavia necesario para simplificar algunas veces las expresiones

13 Calcular las siguientes potencias:

a) 81’ 817 b (88 9 VB

a) 8197 = g1t = (3 ~f-2-
ERVAV
operar o r
VT* e 14 Racionalizar esta expresion: ST
que ok se muhrpha el numerador y el denmmiﬂm pav V54 \/3ysede
aor. sarolla el producto que aparece en el den

s
Vo 705+ \3) 7(\& VA

alif el interés de o racio-

bt e o \/ VA V- VANE VA

3




RESOLUCION DE PROBLEMAS

e

Para resolver un problem

« simplficar el pmblama
+ Utizar un diagrama
el i pzmi?as

Los alumnos de tercero C discuten sobre el numero de quinielas nece-
sarias para acertar los 14 resultados de una jornada de futbol. Después
de ciertos tanteos comprueban que las potencias son esenciales para
expresar de forma sencilla los resultados parciales y el total. ¢Cudntas
quinielas diferentes hay que rellenar para tener la certeza de acertar?

ProsLEmA

 Pas resober ol pohlens se pucde e rdcendo s i, En
este e intentar con cantidades mas pequenas: ¢Cuantos re-
Saltaios posiles se pucen dar con un sl paride? £Y con dos part
dos? 4 con tres partidos?

SIMPLIFICAR EL PROBLEMA

Si la quiniela fuera de 1 partido 4
los resultados posibles serian :
— |

los resultados posibles serian

:
L — i
—
T

3

1 )
e
511 qurisfu de 3 s o} 5 :
fos resultados posbies sefan ‘

—
El nimero de quinilas a pasar de un problema parcial a siguente que
da multiplicado por 3. Por ejemplo, si el numero de partidos es 5 el
numero de quinielas necesarias es 3 373,

UTILIZAR UN DIAGRAMA
£ ARgoL

 Los resultados parciales sucesivos pueden escribirse ast
Para 1 partdo:
Para 2 partidos
Para 3 partdos
Para 4 partidos
Para 14 partdos 3=3"
€l niimero de quinielas para n partidos es 3. Por ejemplo, para el epleno
al 15» son necesarias 3 quinicls.
Aqui, para sacar la ley que permite escribi el resultado, y para escibirlo
de una manera sencilla y répida, es esencial el célculo de potendias.

ENERALIZAR LOS
RESULTADOS PARCIALES




1 Escribe como potencia Gnica:
)6-6-6¢ g9
b) (=3)* (-3)* §:9
FRC R

2 scribe como potencia Gnica:
A7 E 0 76
4 (=3r-7
(=755
4 (28 (e

3 scribe como potencia inica estos productos:
a7y 676" 99
DRUEE T ST

4 Escribe como potencia nica:

WF 676"
b) 407107 20
o @2y "

5 Calcula las siguientes expresiones:

@3:3-1°-3:2

guientes € indica su orden de magnitud:
) 1230000000 000 000

b) 0,000000000001 230

©) 14 billones de euros.

d) 150 milones de dolares.

967810
d) 856 10"

a) 12310
b) 3.215- 10"

6 Escribe en notacén cientifica los nimeros si-

7 Escribe en notacién ordinaria los siguientes ni-
meros:

10

13

Determina entre qué nimeros enteros se en-
cwentra la raiz cuadrada positiva de:

)17 50 105 0
63025 9604 234 918

Escribe en varias formas radicales 8 y \/8.

Simplifica estos radicales:

aVvZ 9 V5
6) V125 o V21
9 VF 9 V102
simplifica las siguientes potencias:
a2 9 125
b7 d) 1024

Reduce los siguientes radicales a indice comin:
AV VAN

b Vi VA Vi

o VB V15, V8

Di s los siguientes numeros son iguales o no:

3 VA V21 VB V28
b V2 V2 VB V16

{Cudl es mayor de estos radicales: /5, /77

Cakula los siguientes productos:
AVI VR LR %]
V2§ 9 V2 Vis

Introduce en el radical los ndmeros que estin
fuera:

3 2V27VE V5 VT
b) 3V2 3V3,5V5. 6V7




ACTIVIDADES

17

24

Saca todos los 25 Realiza las sig e

3 VB Vs V32 VE

b) V/38, V128, V/162. /200

Calcula los siguientes cocentes de radicales:
A VAV VB V2 VATV

B V5 V3 V3 VA VIV

O V2 V3L VBN VN3
Realiza Ias siguientes operaciones:

AV VRV - VTS

b V20 + V5 + V500 - /80

o V24 - 5\/6 + \/a86 27 Escibe en forma potencial las siguientes expre-
@) /54 - /16 + /250 s

a5 77 o (Vi
Realza las siguientes operaciones utiizando r2-
dicales y potencias de exponente fraccionario: '
¥ pol puseiie i LRV L T
IV2VB BVI NG

Realiza ls siguientes operaciones:
3@ +3V5 3-8V 28  Excribe como potenca los resultados de lanzar
b) 2 + 3V/5F 2,3y 4 monedas. ¢Puedes inducir el resultado

de lanzar 10 monedas?
9@ -3V X .

7 o 29 £l volumen de un cubo es 24 e’ éCudnto vale
Escribe en forma radical s siguientes nimeros: & e e 2B i e e GBI Re:
82,75 12 w7 9tstgl stebe ol probiems i s o lorde dicho

Escribe como potencas de exponente > 30 g, pe ) .

A < que el cociente de dos nimeros es 13.
nari s Ui redicoles iCuinto vale el cociente de sus cuadrados?
AV VE VB N 31

VE N AT Un cubo tene 729 e de volumen. Halla la
DIVT SV, VA arisa del cubo y a suma de las dreas de todas

sus caras
Escribe como potenciaslos siguientes nimeros:
/5 32 EI rea de un cuadrado mide 50 <. Sin calcular

o Vi VE el valor de Ia diagonal, cuil es el rea del cua-
b Va', Vb? drado construido sobre su diagonal?

@




ACTIVIDADES

33

34

a1

Express en notacién potencal 0 Gentifia s se-
gundos de un 240,

mmu&wmmmmnm:«m

a3

44

6 cuadkado de un namero, L5 siempre mayor
que dicho rimero? Razéaalo con €xempios

12 raz cuadrada G un nimero, {es sempre me-

munandaus&nnwahm
300000

Las distancias de b Tierra 2 L Luma y

e un momento dado, & |0‘hnyl$ wun
respectiamente. {Cusntas mayoc s s
tanca de 1 T o Sol que 3 b Lon?

€ stomo de hdrdgeo pesa 1.66 - 107 g
Cudntos se necesitan para obtenss 1,66 kg?
€ periodo b 1 Tera ¢ 5u érbita
e300 v o)

de Phuton es 7.82 - 10" 5. (Cudntos ahos tarda
Piutén en recorre su orbita alrededor del Sol?

L masa de 1a Tierra €5 5,98 - 10° kg, y la del
Sol, 1.98 - 10" k. {Cudntas veces &5 muyor
Sol que b Tiera?

m‘ms-mu

Un paramecio mide 25 -
colocados Qo ongod acan-

n un auls del insttuto hay 6 tubos fluorescen-
tes que se encienden y apagan con 6 laves.
(Culntas duminaciones distitas puede haber?

mmmauk‘mukwmm
e, (s s o

Tienes la potencia 7.
3) L quinio auments i aades 3 su exponente
ua unidsd?

b) n cubnto dminuye 5 restas 3 o exponente
wa uridad?

45

46

49

50 cacvla of

cjempios.

Si 3 un nimero x o mulipicamos poc
mmmummamv ot 0 <ot LY
5ile aAadmos una

Cady un de s noeve esfenas Gl
50 un vo-

simbolo de b Expo 'S8 de Bruselas,
lumen de 523,6 ", ¢Podrias calcular o radio?

Asbmimm,

s

siutane v 3 conpru epinager, p-

todos los que pueda abarcar con
o, 6 et 6 o 6 o, A 80 3
pide

i

3905 que.
ende poga 13 6. B oot e G o,
LPor qui? ECubnto tene que pagar?

cantero moncipa, daedd und
puumsoom' al alcaide I prece peaueds
¥ auere 1a soperfce.
3) {Por cudnto hay que multipicar of lado?

B) {Qui sucede » o 1630 se multipica por 27

Arquimedes se panted ¢ siguiente problem:
51 1a Tera estuviera formada por granos de
arena, Lcuioos tendeaPs, Te damos como dtos:

con tres.




MRUSIREAL DEE

MATEMATICAS

y matemético francés.
aymond Queneau
escribié hace unos
treinta afios un libro
titulado
Cien billones

¥ no era una metafora
su obra contenia,
de verdad,
100000000
de poesias distintas.
en solo diez paginas.

MEGAORDENADORES,
Z] GIGAORDENADORES...

Elbit es la unidad bisica de mformacién:

probabies. En otras palabras, I nformacion que contiene uoa
rospuesta con tn Sy un "1

I operaciones. Por 650 su memoria o

do simacenamiento
de informacién se mide g potencias de 2. Coma el b es una
uidad muy pequena s usan sus milbpios:




1

e coloreada

2 (Qué parte
parte no rayac

5 Se mide la arista a de un
timetros y se obtient

o

En Pinos de

» Sierra g
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Un hortelano que Ilevaba una cantidad de manzanas entré en un vergel
que tenia tres guarda:

primer guarda que encontrd, por permitirle paseav pm el jardin le
e et que llevaba, més dos

~ Al sequndo guarda que en su paseo tropezo, por aqme ver el huerto
e dio la mitad de las manzanas que le quedaban, mas dos manzanas.

~ Y al tercer guarda, por concederle también estar en el huerto, le dio la
mitad de las manzanas que le quedaban, mas dos, y fe sobrd una.

4Con cuéntas manzanas entr6 y cuéntas dio a cada guarda?

Sefala sobre la rcta eallos puntos que corresponden a: ~3b, 22,2 + b,
a - b, 2a + 3b, sablendo que a y b estén representados asi en la recta
real:

—_—
[ 0 a

Sin calcular directamente, di i es divisible:
=23 5-7pori6=2:-37
iCual es el cociente?

El patio de una crcel es un cuadrado de 50 m de lado. Un recluso pasea
recorriendo el perimetro del cuadrado con una velocidad constante, y otro
lo hace sobre la diagonal AB con la misma velocidad. Si parten simults-
neamente del punto A, ivolverén a encontrarse? Razona a respuesta.

A pesar de las apariencias, los nimeros
=V71+a\3+\V71-0/3
=Va+n3-Va-21/3

e e ey
(Indicacién: Elévalos al cuadrado.)

Ordena los siguientes nimeros:

e

Va

n-1
Compara las fracciones "~ y

. Si encuentras dificultad, empieza

H

1
1 4
e deci §y 3.

por ejemplos particulares, como ;
Un hombre realza un trabajo en 5 horas; un joven, en 6 horas, y un
muchacho tardaria en hacer o mismo & horas. éCuénto tiempo emplearian
trabajando los tres juntos?




‘Expresiones enteras. ;
'Polinomios i ‘




Las siguientes expresiones:

3abe, Sxty + 2, TNy + 2% ’: — ;3’

se denominan expresiones algebraicas

igad
e e s i

Expresién algebraica es toda combinacion de numeros y
Shlcacon, dhision y potencacon:

n la escritura de expresiones algebraicas conviene tener en cuenta o si-
quiente:

« €l signo de la multiplicacion no suele ponerse entre las letras, asi:
3b=3-a-b=3xaxbh

De este modo se evita confundir la letra x con el signo de la multiplica-
cion.

« I signo + o — que precede a una letra es un signo de operacion; no
indica que el valor que toma a letra sea positivo o negativo

s importante destacar que las operaciones que se realizan con letras son

fas mismas que I realizadas con ndmeros y cumplen ideénticas reglas.

1 Recordar la expresion Mrahz que permite hallar:

a) Area del tridngulo: S . donde b es la base y h fa altura

b) Area del cuadrado: 5 = I, dnm‘le es el lado del cuadrado.

<) Longitud de la circunferenci 2a, donde 1 es el radio de la
circunferencia.

r, donde 1 s el radio del circulo.

!, donde a es a arsta del cubo.

) Volumen del ortoedro: V = abc, donde a es el largo, b el ancho y ¢
el alto.

9) Media aritmética de tres nimeros

XN

a8




Valores numéricos de as
‘expresiones algebraicas del

# Valor numérico de una expresion algebraica

€l drea de un recténgulo de base b y altura h es S = bh
Sib=7myh=8m, el drea del rectangulo es'S = 7 - 8 = 56 m'.

56 e o valor rumérico de s expresion lgebraica S = bh cuando se sus
tituye b por 7y h por

Para otros valores de n ¥ h la expresion dada tomaré otros valores numé-
ficos.

e al sustituir las letras de la misma por nimeros determinados y
en la expresion.

Valor numérico de una expresion algebraica es el nimero que se ob-
efectuar las operaciones in

+ Expresiones algebraicas equivalentes
Consideremos las siguientes expresiones algebraicas:
A=20x+y),B=2+2

Si damos valores cualesquiera a as letras x e y, ambas expresiones tienen
el mismo valor numérico. Se dice que A y B son expresiones equivalentes.

numérico para cualquier valor que se le asigne a las letras. También se
llaman identidades.

loq; expresiones algebraicas son equivalentes si tienen el mismo valor

Halar el valor numérico de la expresicn algebraica Sx'yz), para
x=1; y=3 z=-

S 13- (1p 15
3. Halar efvalor numérico de Ia expresion algebraica - para
ax=3  bx=1
3 Te1s

b)

3-1 2
Esta expresion carece de valor numérico para x
o tiene sentido.

a) :

9 3
1.8 que la fraccion 3

4 Comprobar que las expresiones algebraicas
A=x-1y B=(x+1)x-1)
son equivalentes.

Fara cuslqier alor que demos 3 5 ambas eresiones tenen o mimo
valor numérico, ya que (x + 1) (x — -1




Las siguientes expresiones algebraicas:
40, -oabx 3¢
se denominan monomios enteros.

Un menomo entero es una expresion algebraica en a s s Uicas
ietras que ntervienen son | multiplicacién y a po-
Senciacin de exponerke natirl

No son monomios enteros:
axy’
77
Todo monomio esté formado por:

+ una parte numérica llamada coeficiente, y

« una parte literal constituida por letras y sus exponentes.

€l grado de un monomio es la suma de todos los exponentes de las letras
o variables.

2067, 3aVx = 3ax, 2+3, W+A+S

R

El grado de un monomio respecto de una variable es el exponente de esa
variable.

€l grado del monomio 7x'ytm’ es 2 + 1 + 1 + 3 = 7, y ademds es de:
~ grado 2 respecto de la variable x
~ grado 1 respecto de la variable y
- grado 1 respecto de la variable t
- grado 3 respecto de Ia variable m
Dos monomios son semejantes cuando tienen la misma parte literal. Las
letras pueden estar cambiadas de orden.
. Lus monomios 7xyz’ y ~3yxz* son semejantes, ya que tienen la misma
e lteral
. m manertios 764a" y T4y o son semeantes. 13 que 1o tienen s
misma parte lite
Si dos monomios semqan!es tienen el mismo coeficiente son iguales (o
equivalentes); por ejemplo: 7x'yz" y 7y¢z"
Si dos monomios semejantes tienen coeficientes opuestos se llaman opues-
tos; por ejemplo: 7xyz’ y ~7yz's.

5 indicar iguic i monomios
enteros:

Doy b2y 93w 9y a2k

Son enteros los monomios de los apartados a y c.  resto son monomios.
0 enteros.

Area = (3= 95"

ParteIteral




Observar qué hace el polinomio
-7

Las siguientes expresiones algebraicas:
X +2y, 2l +2ab+b, X -3 - Tt

se denominan polinomios enteros.

Un polinomio entero es una expresion algebraica formada por la suma
o diferencia de dos 0 mas monomios enteros. Un polinomio puede tener
una o més variables,

No son polinomios enteros:
Mty 2 try-1
X xtz z

Cada uno de los monomios que componen un polinomio se llama término.
Sie oo ene 7 3, ... trminosse N ioomio, tinomic, -
trinomio..., respectivamente.

© grado ﬂe un polinomio es el mayor de los grados de los términos que
lo forman;

6+ 3% f—x ~ 7 es de grado 6

wy- Sxy +x = 1 es de grado 4
8 o dé rad 0 del ol (3 et e un s ¢ o
término independier
Un polinomio se uama ordenado, respecto de una variable, cuando los
grados de los terminos van creciendo o decreciendo:
T = 5+ 11 + d5¢ + 23— 7 (decreciente)
~7 4+ 23x + 45K + 118 - 5 + 7 (creciente)

IDns polinomios son iguales cuando los términos que los forman son
les.
Por cjemplo, 5 3x + 5 = ax + b, entonces 3 = 3y b = 5

6 Indicar ¢l nombre y el grado de las siguientes expresiones algebraicas:
ax-3x-2 b) X -y o 5x d) 7x+ 3y
), grado 2. b) y d) Binomio, grado 4. <) Monomio, grado 2.

3) Trinor

7 Hallar los valores de a, b y < piri que el polinomio 3¢’ ~ 5x + sea
igual al polinomio ax' +
Para que los polinomios sean rguales deben coincidir los coeficientes de los
términos semejantes:




# Suma y diferencia de monomios
En general, dos monomios no se pueden sumar o restar, en el sentido de
que su suma o diferencia sea otro monomio. Para que esto sea posible
tenen que ser monomios semejantes. Ast

3y + 6y = (3+ 6Ky = Oy

3xy — 6x'y = (3 — BIXy = ~3¢y

L2 suma o diferenca de dos manomios semejantes e oo monorrio
semejante cuyo coeficiente es la suma o diferencia de coeficier
Reducir términos semelantes es sumarlos o restarlos.

Los monomios 3x'y y 6xy* no son semejantes, y no se pueden reducir para
formar un nuevo monomio; su suma o diferencia se deja indicada forman-
do los polinormios:

3xy + 6xy’, 3%y — bxy’

La suma o diferencia de dos monomios no semejantes es el polinomio
formado por la suma o diferencia indicada de dichos monomios.

+ Suma y diferencia de polinomios

La suma o diferencia de dos polinomios es otro polinomio formado
por la suma o diferencia indicada de los términos no semejantes de
ambos y por la suma o diferencia de los términos semejantes.

(5% + 2x 4 3) + (7% = X + 50— 1) = T + & + Tx +2
(58 + 2+ 3) - (W — ¥ + 5~ 1) =
=S¢+ X 43T R -5k =

=T+ 6¢ - -4

8 Efectuar las siguientes sumas y diferencias de polinomios:
) (38 = 50+ 1)+ (¢ - T = 3) = 4¢ - 12x-2

b) (BF — 5K+ 1) = (R - Tx=3) =20 + 2 + 4
QBN+ -Tx-5¢=-3)=x -2 -Tx-4
d) (5% - 1) - BT 2

D R o P R S

o =3 = = s
060=3¢+x= 1= (6 - Jx) = o e -3

Semejantes.

£l signo menas delante de un

prétess cantio e sigo de
s fos términos

Cmien deno del poréneshs.




6 s

albroi=absac

Propiedad distributiva

« Producto de dos monomios

Vamos a multiplicar los monomios dx'yt y Sxy’tz.
axyt - Sxy'zt’ = 208y'20

El producto de dos monomios es otro monomio Que tiene:

+ como coeficiente, el producto de los coeficientes;

+ como parte literal, las letras que aparecen en los monomios, con
exponente igual a la suma de los exponentes de los factores.

+ Producto de polinomios

La multiplicacién de polinomios se basa en el producto de monomios y en
Ia propiedad distributiva

minos se obtienen multiplicando cada témino del primero por cada

El producto de dos polinomios es igual a otro polinomio cuyos tér-
o
término del segundo, y reduciendo luego los términos semejantes.

9 2¢yz - dxty = By'zt

10 ax - bx" = abx "
11 ~Ziym-Saye = - Syme

12 Realizar las siguientes multiplicaciones:
a)alx-y+t)-ax—ay+at
b) (a +b) (c+d) = ac +ad + be + bd
) (a+b)(a+b)=aa+ab+ba+bb=al+2ab+ b
d) (ay — 38) (2x + 5y) = 4y + 108" — 66 — 150y =
62— T1cy + 1007
€ (7% - 5x +2) (26 + 5 - 1)
Ura disposicion précica para mulplicar polinomios de mchos tér-
minos s la siguient

W4 06— Su+2
2+

5x—1
- W4 0f+ 5-2
0% — 25¢ + 10
ot S

14 + 350 — 170 - 21 + 15k - 2




1
Potencias de polimmlu.
7 Igualdades notables

« Potencias de polinomios

Las potencias de expresiones algebraicas se definen de la misma forma que
las potencias de nimeros reales. Para que una potencia sea una expresion
algebraica entera el exponente debe ser un nimero natural

cia enésima (n > 1) de un polinomio es igual al polinomio
e obtins al mltpicar por i miso tantas veces la base como
indica
Si P es un pnhmwma cualquiera y n un ntmero natural, se verifica:

PP =P P =P R P =P P0>1)

Veamos a continuacién algunos ejemplos de potencias de polinomios,
«como el cuadrado de un binomio y el cubo de un binomio. Estas potencias
se denominan igualdades notables.

+ Cuadrado de un binomio
@+ b =(a+b)(a+b)=a +ab+batb =a +2ab+b
(a-by=(a-b)a-b)=a"—ab—ba+b =a—2ab+b
Ala vista de ambas igualdades, podemos observar que los desarrollos coin

ciden. Tan solo varia el signo del término 2ab, que resulta negativo en el
segundo caso, por ser a(~b) = —ab; la férmula asi es Unica,

mas el doble del producto del primero por el segundo, mas el cuadrado.

€l cuadrado de un binomio es igual al cuadrado del primer término,
del segundo.

13 Desarrollar las siguientes expresiones:

Q) (x+ 290 = 6+ iy + 4y
b) (3x + 27 = 9% + 123" + da°
O @0+ 6xF = 4 + 24¢ + 368

) (20 = 61 = 4’ — 24 + 368

Estas propiedaces faciltardn el
calculo de potencias de
polinomios.

:
b ab LS
2 a ab
w
(a+bf=a’+2ab+b*

a b
(a-b)'=a'-2ab+b*

D




2 +b
(a+b)(a-bj=a"-b"

 Suma por diferencia de dos monomios
Consideramos dos monomios, a y b, y efectuamos el producto de su suma
por su diferencia.

@+b)(@a-b) =a—ab+ba-b=

-

primero, menos el cuadrado del segun

Iu suma de dos monorios pr u ieenci s fgual of cadrdo del

14 a) (3x + 200 (5 - ) = 9% - 4a°
b) (26 - 6) (20" + 6x) = 4’ - 36¢°

“ Cubo de un binomio

Consideramos dos binomios: 3 + b y a — b. Multiplicamos cada uno por
su cuadrado,

fa+ by

@ + b) (a + by La+m(a+ub+h7
@+ 22° + ab' + ba' + 2ab’
s'+]a’h»3ah’+b3

(@a-by

la + (-b)F*

a + 33‘( b) + 3a(-b)* + (-b)*
- 3a'b + 3ab - b

Los desarrollos son iguales, salvo los signos de los términos 3a%b y b, que.

se obtienen al multiplicar los términos del binomio teniendo en cuenta los

signos.

iadrado del primero por el sequndo, mas tres veces el primero

El cuo de n binomio s igul ol b dl primer téming s tes
veces el cu
o ot sl ok o S

15 a) (¢ - 6x) = 8¢ - 72¢ + 2166 - 216"

b) (3x + 28 = 27 + 54X’ + 36’ - 8a°

En la précti uerdas alguna de estas formulas, opera directa-
etk Ao reglis del producto, Siempre debes tener presente la
propiedad distibuti:

ab+g=ab+ac




RESOLUCION DE PROBLEMAS

Pararesolver un problema...

* Reducir la dificultad del problema estudiando casos més sencills.
« Tratar de generalizar

+ Comprobar el resultado obtenido,

Observar las siguientes figuras realizadas con cerillas:

o H

Cudntas cerillas se necesitarén para construir una figura andloga a las
anteriores con n cuadrados en cada lado?

PROBLEMA
L

+ En la figura a hay 2 tramos horizontales de 1 cerila, Por tanto, se ne
cesitan 2 cerillas y otras 2 para los 2 tramos verticales; es decir:
1 cerillas = 4 cerillas
€n la figura b hay 3 tramos horizontales de 2 cerias. Por tanto, se
recestan 3 2 cerlsy ot i prs s ramos e e e
2 cerillas = 12 cerillas
n la figura c hay 4 o bonIG o 3 s P 1
cean s -3 cala o anas par o vamos verlcales: e
= 24 cerilas
€0 la figura d hay 5 ‘e ol e 4 Sl P i 30
necesitan 5 4 (ennas y nxvas lamas para los tramos verticales; es decir:
erillas = 40 cerillas

REDUCIR LA DIFICULTAD,

# En la figura (n) habrd n + 1 tramos horizontales de  cerilas. Por tanto,
se necesitan (n + 1) n cerlls y otras tantas para los tramos verticales
es der, se necesitan 2 (n + 1) n cerllas
Asi pues, para la figura que ocupe el lugar enésimo se necesitaran

2(n + 1) n cerillas

TRATAR DE GENERALIZAR

# Vamos a comprobar si el resultado obtenido es correcto,
Para la figura 3, susnmyendo en 2 (n + 1) n, tenemos:

R0+ 1= 4 cellas

Para la figura n susttuyendo en 2 (n + 1) n, tenemos:
n=2 22+ 1] 2 = 12 cerilas

Para la figura ¢, sustituyendo en 2 (n + 1) n, tenemos:
n=3 23+ 1) 3 = 24 cerilas

Para la figura d, sustituyendo en 2 (n + 1) n, tenemos:
n=4 124+ 1) 4 = 40 cerilas

CompROBAR
EL RESULTADO OBTENIDO
o

Por tanto, se confirma que la expresion obtenida es correcta

—m_’7



Caleula ¢l valor numérico de s siguientes ex-

presiones para los valores que se indican:
¥ +ypax=2y=5
b - b piaa=15b=
Q1 -2001 - 2xpaax
g = prar=51=10r

Dados los manomios.

A= 56 X C=n D=2
Efectia las siguientes operaciones:

I A4D aAC
bA-D ¢ AD
dA+B 8D
Dados los polinomios

PO) = 5¢ ~ 3x+ 2R = X+ 1; Q) = 26 = 1
Efectia las siguientes operaciones:

3) P + O ) P - RS

b) P ~ Qi) € R~ QK

< P - Qi) 1 P - R

Elcile s sunas y Gloencs s niany
reduce los téminos semeja
da-b-b+c-d+@2b-a
B+l = -y -2

e B QR enRs

(a-
ﬂ‘)(a<2hv&)'|3h-lﬁa 6bll
e)(wy-z)-:x»quhuy»z)

A
0 fax - lx’~l~\)-(3|

O -4+ 2+ 8)

X-x-7N-

Calcula las siguientes potencias:

d) [

o [(-2)7
1) @ by’

3 xx
b x-xt
o ()

Haz los productos que s indican aplicando la
pnwmbd distibutiva y reduce los términos se-

aa+ba+h
b) (3 + b} a - b)
dl+brola+b-o
da+b-d@-b+q
Ak-a-bk-9

Opera y simpliica las siguientes expresiones:
Al-ak-b+h-dk-d
blla+bib+d-(c+bid+a
dla+t)x+b+Ay-la-bx-(b-cy
da+b-db+b=b-btda+d

dl-bla+rb-d+b-db+c-a
Calcula los cuadrados de los binomios que se in-
dican y reduce luego los terminos semejantes:
3 (+af o 0 +of

b) (x - mf 1) (3a' - 10
Q@2+ %) Q0+

9 0+ 8 w e +yy

Calcula directamente fos productos de as sumas
por diferencias:

da+ba-b
b (x+ 22) - 22)

9 Bx+NBx-1N
d) &y + 2y - 2)

ol o vlor et it e e

izarla. Observa coma son entr s os paretesis.
Srmhmpmm«vh;opamummd»
<adas.

@+b-c-dF -(c+d-a-bf




ACTIVIDADES

12

i
Il

Halla el valor numérico de as siguientes expre-
siones para los valores que se indican, realizando
el calulo:

2) Directamente.

b) Después de reducir la expresion.

94+ 2+ b paraa
b)a' - 2ab+ b paraa=7,
Q& -bpraa=15b=5
d)a’ + 32 + 3ab° + b’ paraa = 13,
@ -3+ 3ab' — b paaa=13,b=3

7b=3

En las siguientes relaciones hay errores muy gra-

ves en la utiizacion de a regla de los signos.

iCudles son?

a) -0 +x-2)

o - %
3

X +x-2

b - - %

En las siguientes relaciones hay erfores muy gra-
ves en la utiizacion de la propiedad distributiva
iCudles son?

Aty =
b) (32 +2) (1 - b

O fa+by=a+b

9 fa-bf =3 - b

@20+ 30x— 1) =6 — 2+ % -3

Completa las ygmem; expresiones para que
sean cuadrados

a) 9 + 20+ @) ¥ - 6x+
b+t 09+ .+ 16
96—+ 04+ +9

Saca factor comin en las siguientes expresiones
algebraicas:

a) 3 - 5¢ )&t +ab+ac + be
b) 5x - 250y @ ax-ay-bx+by
o W - e f &= ¢ +acd +abe

17

23

En el trinomio ax’ + bx + ¢, calcula b’ ~ dac
en los siguientes casos
) ¥ -5x+6

b) 9¢ - 24x + 16

Q3 -8+ 5
d) % +3x-10

Obsenva que:

8- 8-1=7:9
15-1=14-16
3-31-1=30-2

Comprueba si s cierto para otros valores y trata
de expresar mediante una identidad algebraica
esta situacion.

Con 40 cm de cuerda se quiere construir distin-
tos rectangulos. Cudl serd fa expresion general
del drea de estos rectangulos?

La diferencia de los cuadrados de dos numems
consecutivos, ées par o impar? Razonal

Demuestra que la diferencia de los cuadrados de
dos nimeros impares consecutivos es

Si dos numeros se diferencian en 7 unidades, la
diferencia de sus cuadrados s igual a 7 veces la
suma. Razonalo.

Observa en un calendario un mes cuzlguiera; por
ejemplo, el siguiente:

En cada uno de los recuadros senalados, u otros
andlogos, trata de hallar las sumas cruzadas y
los productos cruzados. éQué observas? Expresa
mediante identidades algebraicas los resuitados
obtenidos

E




ACTIVIDADES

24 Obseva las siguientes figuras. {Cuantas cerillas 30 Los valores de 3, b, ¢y d son 1,2, 3y 4, pero no

se necesitardn para construir una figura andloga en este orden. {Cual serd el mayor valor posile
2 las anteriores que ocupe el lugar enésimo? de la expresion algebraica ab + be + cd + da?
-
- AN

31 Obsenva I siguientes figuras

" . e . .
w @ ®
W e e " w7
Cuirios puntos texdrd I figura andlogaa sta
25 gm0l ok
ponns v o s s
h(lon oniendo algin ejemy
G ot ejemp 32 il & e de daors gt n
uadrildtero, un pentagono y un_ hexagono.
26 Dos poinoniosdesegundo grado enen alores s€agmos renc v pekone e o ot

numéricos iguales para tres valores distintos de
i Son iguales?
b v son e’ 500 06331 s g i, s i

* Multiplicalo por 3.

27 sin hacer operaciones, épara qué valor de xla  * Sumaal resultad 18,
expresion 3x' — 48 + 200 toma el valor nu- + Dividelo por 3.
méico + Stmale 4
i dices ahora el resultado, ¢l mago te da una
28 i los tres términos de un trinomio se multiplican respuesta rapida. ¢Puedes descubrir el truco?

por 2, Zqué alteracion experimenta su valor nu-
mérico? €Y si se multiplican por 2 los tres fac- 34 Demuestra que todos los tridngulos cuyos lados
tores de un producto? Pon ejemplos. Fox #+x

miden a, ™y w rectangulos,
29 La figura siguiente sirve para demostrar la iden- shendo-ta Hipotenusa %
tidad algebraica x

b ¢ (a - b = (3 + bf 35

aat
10k eienan 5 ¥ b7 Para formar la siguiente cuadricula de 2 % 3

son necesarios 17 palillos. {Cudntos se necesita-
tin para fomar uns cuadicua de dmensiones
% b
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e+b)y =
a"+\>"*7_°\p
qa+bt

———r"

En los paginas d 7 alemén del
B Quiote, cuando

‘ - siglo xx,
los personajes \

tienen problemas

v =)
ol algebrista a que se que no es
los coloque. Pero . también un poco

£qué saben los ) poeta no seré

sucede o5 que.
antiguamente la

palebra digebra significaba
también el arte de arreglar
fas disiocaciones de los
huesos. Este significado.
todavia aparece en el
Diccionario de la Real
Acadernia

El valor numérico del
polinomio x2 + x + 4

nimero primo para
2.3

x=0, 5

1
Esta famosa formula

se debe a un

célebre matematico lamado
« 4
s
juogo VeSO En el caso del polinomio
o0 aespece &8 2 ~79% + 1601 su valor numérico
o mado 91 ¢
mpecae7% Lo g0 pUEdeT i ocde

0. S
e opiene”
® aprobar U
ge

o
o §ign0s V2 X
o

Jgur
lizer 3
S enen. PO S



‘ (amu x y escribe: ymy
[




“ Division de monomios
L division de monomios se hace como un cociente de nimeros y de letras,
aplicando la regla del cociente de potencias de la misma base.

140y7
7x)y‘1

Wy g = 2w

En este caso ido un monomio entero porque el dividendo tiene
Uoidilnt que el divisor can exponentes iguales o mayores.
En cambio, ¢l cociente

150y 3¢
Sz e

10 es un monomio entero; se le llama fraccion algebraica

Estos reglos ayudon o operor
con monomios y polinomios.

El cociente de dos monomios (si es posible) es igual a otro monomio.
que tiene:

« como coeficiente, :t:no’enudelaseorﬁdmm;

+ como parte literal, las letras que aparecen en el dividendo, cada una
G i hd"ﬂu‘daddmkd!ldrv&dmydﬂ

Intrduce un nimero cuiera
. en tu calclodors,

« Division de un polinomio por un monomio ONde P ok

€n general, o es posible la division de un polinomio por un monomio. || 1Qué obtenes?

Para que lo sea es necesario que todos los términos del polinomio sean || unco debes olvidar que no se
divisibles por el monomio. puede dividr por ces

12¢yz’ — dax'y’ + 6xy _ m‘yx’ _Aady | Gy
2y 0y By
- 2y’ +
¥ axt
La division % no es posible: ¢l sequndo término y e tercero

10 se pueden dividir por x
La divisién de polinomios consiste, en realidad, en Ia aplicacién de la pro-
piedad distributiva: se divide cada monomio del dividendo por el divisor.

Conoces las Greas de estos rec-
téngulos y Ia altura.

ZCudnto valen los bases?
2Qué propiedd aplicas?

£l cociente de un polinomio por un monomio (s e posible) es igual
&.un polinomio cuyos témings son os e sé btienen divdiendo cada
{erming del polomio por €l monomi

1 Dividir los siguientes polinomios:

8atbe — 4a'b'c + 2abe i SN -

dac - 2a°'¢ + ¢

(12¢ - 9% +3x) : 3x = ax' ~ 3+ 1 19 P W




En el margen hemos recordado la division entera de nimeros naturales.
Esquemsticamente se puede escribir s

o D=d C+R R<d

Dividendo | Divisor = o
Resto  Codente.

Del mismo mado se realiza la division de polinomios.

i i(x) = 0,
otros dos polinomios cociente C(X) y resto R(x), con arreglo al siguiente
esquema:
00 [ di_ = D) = i) - € + )
RO C
Si el resto R = O la division se lama exacta, y se dice que:

+ el palinamio DX es divisible por d) o milltiplo de d(x);
+ d(x) es un factor de D), o divisor de D).

€n la prictica, la division entera de polinomios se realiza dev 10 modo.
que Ia division entera de nimeros naturales, como se puede ver en los.
siguientes ejercicios.

2 Realizar la siguiente division: (x' + 4x' + 6): (x — 4)
Rrads o 6[x-a
Xt ae X B3R

Portanto;  Cp) =X + 8+ 32 R =134

3 Realizar la siguiente division: (6x' + 5x' = 7 +3x + 2): (2 + 3x = 1)
6 eS¢ -TK s 42 2 e k-1

6 - 90+ 3¢ -1
a2
a0 60 -
2 xe2
-k
3

Portanto: Cl) =3¢~ 2c+1 R =-2+3




&Mﬁn'pﬁ'x—:

Con mucha frecuencia se presentan dvsiones de polinomios en las que @
diisor es un polinomio de primer grado de la forma x — o, donde a e5
un nimero real
Supongamos que queremos realizar fa siguiente divisién
@03 -4kt
Por el método general, se tiene
2+ 3w 4 x+1

- - % 2 4x-1

Pero esta division también se puede disponer mis esquemticamente del
siguiente modo: ordenamos el dividendo en orden decreciente, anadiendo
los terminos que faltan con coeficiente 0.

Dividendo: 24 + 3¢ + Ox —
Divisor: x = (~1)

Coefiientes del dvidends
2

30000t IR O T |
E 2 2 2 a1
=l R AT 12 T

esto

cosficientes del cociento
coclente: 26 4x-1

Este método se conoce con el nombre de regla de Ruffini

4 (¢ -2x+1:k-2)
SISO

5 0 » ® @

Cociente: 5" + 10x' + 20x + 38,
Resto: 77

5 B +2):k+1)

Cociente: 3x' - 3¢’ + 3¢ = 3¢ + 3~ 3
Resto: 5

demo
quito grado
resaler por radaies

+. £l grado del coclente es uno
unidad inferor ol grado del
dvidendo.

2. Al dividic un polinomio por
3 el resto es siempre un




dedmﬁo‘

y del factor

< Teorema del resto

Para hallar el valor numérico del polinomio P(X) para x = a basta con sus-
tituir x por a en la expresion del margen

P@)=(a-a)C@) +R=0+R=R
Asi pues, R = Pla); este resultado se llama teorema del resto.

5 et OR dis un otionil b B0 8 o8) e el ol or e
'médc wﬂmmlamplnx—l:sdec 5

Este teorema permite obtener el resto de la division de un polinomio por
X — asin necesidad de hacer la division,
+ Teorema del factor

Observa ¢l esquema del margen.

El resto viene dado por :I valor numérico del polinomio para x = a. Si la
division €5 exacta, se tie

Pa) = (a - a)Cla) = 0 esdecir R=0

La relacién P = (x — 3) CO) indica que x — a es un lauor o divisor del
polinomio. Este resultado se lama teorema del factor

Un polinomio P(x) tiene como factor x — a si el valor numeérico del
polinomio para x = a es cero.

Este teorema permite comprobar si X — a es un factor o divisor de un
polinomio sin necesidad de hacer la divisién.

6 Cul es el resto de la division (5x' ~ 3 + 6x = 1) : (x = 1)7
€l valor numérico de P = 5x' ~ 3¢ + 6x — 1 parax = 1 es:
P =5-1=3:1+6-1-1=7 portanto, el resto es 7.

7 ©l resto de la division (3¢ + ax — 2) : (x + 2) es 184 Halar el valor a.
€l valor numérico de P(X) = 3¢ + ax - 2 parax = -2 es:
P2=3(-2f+a(-2-2=-2+190=184=a=3

8 ¢l polinomio P(x) = x* - 2x' + x' ~ 3x + 2 tiene como factor x - 22
PQ2)=2'-2:2"+2'~3:2+2 =0 Luego, x ~ 2 &5 un factor de Plx.

9 &l polinomio x' — 5x + 6 se anula para x = 2y x = 3, {Qué factores.
tiene?

Tiene como factores x = 2y x - 3.




i 5 Raices de un pollnomio.‘

LNﬁmero de

 Raiz de un polinomio

I polinomio P() = ' + x — 2 tiene como factores x — 1y x + 2, ya
que

P =T 41-2=0

SR = (-2 (-2 -2=0

Por tanto; Pl = X +x = 2 u— N&+2)

El polinomio P(x) se anula para x = 2. A estos valores se les

lama raices del polinomio o ceros e Polircrsio

Un limeeo 2 dn ek def poliorio P10 o fvlor méico e P
para x = a es cer

aes raiz de P(x) = Pla) =

% Nimero maximo de raices reales

Veamos los siguientes ejemplos:
Pl = 5¢ — 10 tiene una raiz: x

2
= (x+ 1) (x — 1) tiene dos raices: x = 1, x = —1
= x(x + 1) (x = 1) tiene tres raices:

1 1o tiene raices reales, ya que cualauier numero real al
cuadrado es positivo, y al sumarle 1 sequird siendo positivo y no podra
ser cero,

P == b (8 1) 68 1) = b ) 1) (@ 1) tene solo
dos raices, correspondientes a los factores x + 1y x — 1, mientras que
el factor x* + 1 no proporciona ninguna raiz real.

En general, se cumple:

Un polinomio_de grado  tiene a lo sumo n raices reales. (Teorema
fundamental del igebra.)

10 Comprobar 3y x = 2 son raices del p
P(x) o o d
P-3) = (-3 + 3(-3P - (-3)- 3
P=2+3:2-2-3=35

~3 es raiz, ya que P(-3)

 Pero x = 2 1o e alz, pues P(2) # 0.

11 iCul es el nimero maximo de raices reales del polinomio
P =7 —
Alo sumo, el polinomio dado tendré 99 raices reales

Karl Friedrich Gauss
(1777-1855). Matemstico,

procedmientos puramente
algebraicos.




6 Calculo de las raices ent:eral1
de un polinomio

Hemos visto como se puede comprobar si un nimero conocido es rafz de
un polinomio. En general no e faci encontrar las raices desconocidas. Va-
mos a ver una propiedad de las raices enteras que facilita su bsqueda.

Consideremos, por ejemplo, el polinomio de tercer grado:

P(X) = ax’ + bx' + ox + d
Si 1 es una raiz entera de P(), se »enhza P =ar + b + ar + d =0,
despejando d se obtiene d = ~ar’ r(=ar —br—o)
Por tanto, d es mltiplo de r == r es dmsn- ded

La demostracién es ansloga para otro polinomio de cualquier grado.

' Las aices enteras de un poinomio son dvisores del temino ndepen-
ente.

12 Hallar las raices enteras del polinomio P(x)
Las posibles raices son: X = % 1;x = £ 2
+Pax=1sefiene: -1 -4:1+
< Parax = —lsetine: (1P — (-1 - 4(-1) +4

o es aiz
SRR 2setee 22 -42+4=055=2e
*Parax= -2 setiene: (-2~ (-2 - 4(-2)+4

-x - x4
Y]

x=1esak

Ta

es raz
Po lrle, oo sumor s Las races enteras son: 1,2, -2

30 + 15x + 21

@

Hallar las raices enteras del polinomio P(x) = x* + 2’ ¥’ - 2x.
Se saca x factor comdn: P = x (' + 2¢' ~x=- 2)

Una raizes: x =0

Las otras posibles raices enteras son: x = * 1;
Paax = 1setiene 1'+2:1-1-2

« Parax = —1 setiene: (<1 + 2(~1F ~ (=
iz

3
disponia asf los cdlculos:

x=x2
0= x=1esrai.
)-2-0

cPaax=2setiene 2°+2:2-2-2=12x
*Parax = ~2setiene: (<2 +2(-2F - (-2 -2

e raiz
Las raices enteras sor

01,-1,-2

Observar que:

S

Hallar las raices enteras del polinomio P(x) = ¥’ + dx.

& o e )
5 La nica raiz s x = 0, pues el binomio x' + 4 no puede tener raices
i 1 e o eits oo i oo e v




‘Acabamos de ver que el polinomio

| o siempre es posible factorizar un polinomio con conocimientos elemen-

tiene las raices x = 0, x = 1,
Por tanto, los binomios x ~ 0, x
| blinomio P, y podemos escrbit f polinomio P del ngunemt modo:

Pl = X'+ 20 - X - 20

~1x

PO = x(x - 1) (x+ 1) (x + 2)

Se dice entonces que se ha factorizado el polinomio.

factores del

hmﬁnr un poli

io es.
constantes, tales que su producto sea el polinomio dado.

| taes. €n genera, se tiene:

descomponerlo en dos o mas polinomios,

smMmmme aX' + 3, )| + . & ax + 3, tiene n raices
reales ., 1, .. 1, descomposicién fa

15

se demuestra que 3 ctorial es:

PN A= n) =) - )

Factorizar el polinomio ' + 2¢' = x = 2.

Para a factorizacon se procede asi:

« Posibles raices enteras: = 1, = 2

+ Se comprueba directamente cusl de estos ndmeros s raiz.

Vemos que las raices son: 1, 1, -2

La factorizacion del polinomio es:
Red-x-2=(-Nk+Nk+2

Factorizar el polinomio x' + 3¢’ - x' = 3x.

+ Se iguala el polinomio 3 cero; x' + 3¢ ~ X' - 3x =0

e saa factor comin x: ' + 3¢~ x - 3) = 0

+ Unaraizes: % =0

» Se calculan ahora las raices de X’ + 3¢°

meﬂuelismuordcsm 01,

La factorizacion del polinomio es:
=0 6= 1) 0+ 1) (x+ 3) = x= 1) b+ 1) e+ 3)

Factorizar el polinomio dx’ — 4x’ ~ 16x + 16.
» Se saca & factor comin: 43’ ~ x' ~ 4y + 4)
2y4

es:
A -+ Ak

X4 Bue 6= 2Yxe3)
En estas figuras tienes una in-
{eretagin geomiirco de l
o polinomios de
Sequndo groco, "

El polinomio es el drea y los
factores son los lados.




RESOLUCION DE PROBLEMAS

Para resolver un problema...
+ Ensayar con casos particulares.
+ Buscar una simbolizacion adecuada,
+ Uiz el resultado para encontrar nuevos casos

_PRosiemA Con los enteros consecutivos del 14l 9 s puede | g | 3 | 4
formar este cuadrado magico; se llama asi por
cumplirse que los nmeros que se encuentran en 1715|9
cad file, o en cada columna, en cada una de las
dos diagonales suman lo mismo: 6|72
Encontrar una formula general para los cuadrados magicos de 3 filas y
3 columnas, llamados de orden 3.
ENSAYAR CON CASOS + Mediante tanteo formamos algunos cuadrados magicos sencillos:
o] 2[1w0] [o] a] [13] 3]s
g 7] 6] [1]6]n K
4fn2fs s[7] 3 61| 7
BUSCAR UNA +Sean a, b y c tres ndmeros enteros cualesquiera, y supangamos que la
| SIMBOLIZACION ADECUADA || sua e cad lnea €5 32.
Una diagonal puede ser: Otra diagonal puede ser:  Entonces resulta:
ath [ avc| [a+b] [a+c
a a
b a-c a-b
Uriuizar e resuirapo || ¢ £ resto es facl, ya que si cada fila debe sumar 3a serd:
PARA ENCONTRAR 14 fila: (@ + b) + (@a+¢) +x=3a luegox=a~(b+c)
NUEVOS CASOS
4 3 flaa—c +a—b+y b+
Razonando del mismo modo 2t | [a=tb+g| “awc
con s columnas, resulta
a-b-9| a |atk-0
a-c |atb+o
# Haciendo " 6] 13
a
10 8
rs
7| 1a
se obtiene: 2|




a

D ADES

Efectia las siguientes divisiones:
4056 ix

B0 a-x

o X' -8¢ - 60 2

P+

Efectia las siguientes divisiones:

A0 -0+ 2+ -4 (4 x )

b) (= 5¢ + 11 = 126+ §) ¢ - x+2)
O (B¢ = ¥ + 5 + 3~ 14): Q¢ - 3x +7)

Efectua las siguientes divisiones utiizando a di-
vision ordinara y a regla de Ruffin:
3B+ 2+ 41
B +x -3 k+3)
QW+ +1):ix=-2)

Utilizando el valor numerico, hala el resto de:
-2 -3 1)

b -nia-1

G-+ 5100+ 2)

Utzando f vkr i, compriehs o o
exactas las siguientes divsiones:

3-8+

b) 6+ 60 (x - 2)

QB+ D=1

Utilzando el valor numérico, halla el valor de m
en los polinomios siguientes sabiendo que:

3) 5 + o’ + 2 ~ 3 s duisible por x + 1
B) 3¢ — mx + 10 es divisble por x - 5

Q3¢ = 7% - 9 - m es dwsile por x - 3

mmnm el valor numérico, comprueba si son
afirmaciones:

13

ur’-xmwhum-»
b) ¥ + 1 tiene por factor x + 1.

€ X' = 17% + 16 tiene por factor x - 4. 14

Utiizando e valor numérico, comprueba si los
siguientes polinomios tienen por factores Ios que:

Sy gy syl ot

del polinor

2) % = 1 tene por factor x + 1.

B) %"~ 1 tiene poc factorx — |

X = 20 ~ 108 + 4 + 16 tiene por factor
i+2

Factoriza los siguientes trinomios:

Px-x-2 )66+ 5x - x'
) ¥ ~11x + 30 € 3¢ 410043
ga-x-x fax-x-1

£Qué nimero m se ha de afadir al polinomio
X'+ 2 para que sea divisible por x + 47

0 ok e .42/
un factor de x' - 4x - 12K

€l volumen de un cubo, ortoedro o prisma viene
dado por la formula V = Bh (V = volumen,
8 = base, h = altura). Si la arista del cubo s
2+ b, nterpreta geométricamente el dividendo,
divsor y cociente de las siguientes diviiones y
escribe el resultado:

Gby

R

[

Gror
a'-mum b

a

b

d a
2 qabo;av»h‘
a+ bt

(T

Pan—t

4

Utiizando el valor numérico, halla el valor de m
para que el polnomio 5¥' ~ 7x' + 2¢ + &+ m
tenga por resto 130 a diidilo por x + 2.

Divide ¥

a* entre x




A €T 1 VIITDEAEDYESS

16

17

18

19

20

-S04 e b - s 3)

ummummmam*mm
inomio 2¢ + 9¢ + 2~ 6x + 3 m tenga
Wrsto\hldnmomp :
Observa el tridngulo siguiente en el que la suma
de los nimeros de cada linea es igual.
1
L s
. 2 L]

Ercenta s epresn gmmi de o tridngulos
s vrtices o ma de los ni-

e e Agnl ax

Completa el siguiente cuadrado mégico:

1 2

iPara qué valores de x se anula el polinomio
(x=1)(x + 2) (x - 6)7 cPor qué?

iCuiles son Ias relaciones que existen entre ¢l
jvidendo, divisor, cociente y resto de una divi-
sién de polinomios en x? Pon un ejemplo.

i se multiplica el dividendo y el divisor por un
nimero real no nulo, {qué sucede con el co-
ciente? &Y con el resto? Pon un eemplo numeé-
fico y otro de polinomios

Si diides un polinomio por otro de primer
grado, el resto es una constante. {Por qué?

15 Calcula 2 y b para que la siguiente division sea 23
eact:

24

25

28

29

30

31

& polinomio x' + 1 no se anula para ningin
valor real de x. er qu!? {Sucede lo mismo con
o polinomio x +

Las raices de un polinomio son 1, 2,3, y el coe-
ficiente del termino de mayor grado, 1. Escri-
belo.

Cual es el numero maximo de raices del poli-
nomio x' - 22x + 17

iEs necesario hacer I division del polinomio
= 7%+ 1 porx - 1 para saber el resto?

Que valores pueden tomar las raices enteras de.
un polinomio si el término independiente es 47

Detion m ara e X+ 3¢ - mbx + b
sea divisible por x

Factoriza los siguientes polinomios:
AN -¥-4s

b2+ e

X -3 - a1
960+ T - 9+2

o2 -5+ 52

A~ 60~ 1ix + 96x - 80
X W= -htd

Determina b en ¥’ + bx + 4 sabiendo que es
diisble por X + 2,y que os restos obtenidos al
dividio por x + 1y x + 3 son iguales.

Halla un polinomio de tercer grado cuyo coef
ciente de ' sea la unidad, sabiendo que los res-

tos obtenidos al dividirlo por x + 1, x - 1y
X+ 2 son, fespectivamente, ~2, 0.y 15.
Determina a y b para que X' + ax’ + bx + 5 sea
divisible por X' +




MRS IR A L DUVE;

NATENATICAS

~ & A A \ /
— iTres siglos para
>
_resolver un problema!
— —

Pierre Fermat, un matematico francés del siglo xv, formuld un
aarclloteprera s e bosadt o s oon s norirey
i e provocads clorce 6 cabecs 3 o6 et e s
Aireros durato hes sige
Format 80 g clints e cue o exsien se himeroe
enteros positivos a. by ¢ tales que se verifique
Ribaie's ke o e ot s o
Cuando se le ocurio la idea, Fermat estaba leyendo un
Vil o5 seis 6 i desi s
“He descubierto una demostracion
verdaderamente maravillosa de esta proposicion,
pero no me cabe en el margen de este libro™
No 65 ssbe il ss0t en'oite kg0 ne o
iz, El caso es que poco después murioy se
llevé su demostracion a la tumt
Desde entonces miles de matematicos han
intentado ol o8 mostiacn. ok
se han creado premios y recompensas.
e
Peimenie, e 1653, ui melernalieo
ordrics: Ancrae Wiks:piofes co o
Universidad de Princeton. presenté una
‘exhaustiva teoria que permite demostrar el

historia de las mateméticas.

En este grabado, titulado
Melancolia”, de Alberto (
Durero, un pintor alem que
VIVI6 hace Quinientos afios,
aparece un cuadrado mégico
de orden 4. Los nimergs gg
encuentran dispuestos .
modo que la suma de jog e
cada fl, coda columna o
ada una de las

" GENEROSOED BE

poner °r
Pey

iz de...". Luego, para abreviar, se empezo a

ro si el numero era largo el trazo horizontal de

fa:r se alargaba hasta abarcar todas las cifras. Ast
nacid el simbolo V. como una “r” mal hecha.




Expresiones
fraccionarias
vy radicales

Unos albaiiles estan construyendo el salén de una vivienda cuyas dimen
siones son 8 m de largo, 4 m de ancho y 2,5 m de alto. Se quieren instalar
dos altavoces lo mas alejados posible. ¢Cudl serd la mayor distancia exis
tente entre dos puntos cualesquiera de dicho salon?

Al tratar de ver posibles distancias entre dos puntos cualesquiera es ficil |
obsenvar que la mayor distancia serd la correspondiente a fa diagonal del

ortoedro, AB.

Para conocer el valor de AB aplicamos dos veces el teorema de Pitagoras

del siguiente modo:

®B=\E+4

V&0

AB = \/25 + (\V/80F = \/86,25 ~929m
Por tanto, la mayor distancia posible en dicho salon es 9,20 m

£Cual sers la mayor distancia posible en una habitacion cuyas medidas son
X m de largo, y m de ancho, z m de alto?




algebraicas.

‘ &\Flalor numérico

+ Fracciones algebraicas
Las expresiones algebraicas
Ix - 4y Xix+y t
PR -y

reciben el nombre de fracciones algebraicas.

Dos cuerpos se atroen entre si
con una fuerra directamente
proporcional ol producto_de

rsamente pro-

Una fraccion algebraica entera es el cociente indicado de dos poli-
‘ nomios enteros, siendo el divisor un polinomio no nulo.

Si el numerador es mittiplo del denominador fa fraccién se reduce a un
| polinomio. Por ejemplo:

En adeane consdearemos sindnimos: fraccitn gebraca ente, raccién
algebraica y fraccin, siempre que no haya confusié

» Valor numérico de una fraccion algebraica

1 valor numérico de una fraccion algebraica es el resultado de sustituir las
letras o variables por numeros. Al dar distintos valores a las letras se obtie-
nen diferentes valores numéricos de fa fraccion

Como a divisi6n por cero no ests definida, una fraccion no tiene valor
numérico si el denominador es cero. Para halar los valores de la variable
que anulan el denominador, se iguala este a cero y se resuelve la ecuacion.

23
En el sequndo caso la fracc6n dada no tiene valor numérico, pues el de-
nominador es cero,

2 Hallar los vas«u de x para los que no estd definida la fraccion
algebraica ;,

La fraccion dada toma valores numéricos para todos los ndmeros reales,
epto para x = 3y x = -3, que anulan al denominador.

tandia que los separo.
Oewton, 1687)
Para colcular el volor rumérico
de esta expresidn se necesita
sl dtrcia que o se
s I constorte de grovto
oo uniersal, y
G =667 % 10 7S g

£n su Invention Nouvelle en
Agebre, e Ibert
Girard (15095+1632) inroduce

por primera vez el uso de los

algebraica o numérico,




Simplificacién s
de lta:clenu algebraicas

Las fracciones

Xty Ky
ey ¥ Xiagiy

Froccones  numeéricas equiva-

lentes:

son fracciones algebraicas equivalentes ya que tienen el mismo valor nu-

mérico cualquiera que sea el valor que asignemos a las letras

Se verifica que los productos

cruzados son iguales:
6i7=3-1

ciones algebraicas equivalentes se verifica que los productos cruzados

Ilyual que ocurre con las fracciones numéricas equivalentes, en las frac-
son iguales.

<+ Simplificacion de fracciones algebraicas

Simpliicacion de fraciones -

méricas: Simplificar una fraccion algebraica es dividir el numerador y el deno-

‘minador por el mismo factor no nulo para obtener una fraccion equi-
.

valente mas senc
Cuando la fraccién no puede simpliicarse ms, se llama irreducible
Para simplificar se descompone en factores el numerador y el denominador

¥ a continuacion se suprimen los factores comunes

“ Reduccion de fracciones a comin denominador

lar otras fracciones, equivalentes a las primeras, que tengan todas ellas
el mismo denominador.

l Reducir dos o més fracciones algebraicas a comiin denominador es ha-

3 simplificar las siguientes expresiones algebraicas:
Xt2x+a (ki

a -
mtmamcra)
N
Gr -1 X1

Reduccién a comin denoming-

dor de fracciones numéicas: ¢ hxt

4 Reducir a comin denominador las siguientes fracciones:
x o ox#1
PRSI
Como ¥ ~ 1= (x + 1) (x ~ 1), ¢l denominador comin es x' - 1. Las
fracciones equivalen respectivamente a:
3
¥




e

La adicion y sustraccion de fracciones algebraicas se definen e forma ans- recuenon
loga  como se hace con los numeros racionales. Para poder sumar o restar
raones siaeorsces deben tener & mismo canomacer. Suma y diferenca de frcciones
uméricas.
@ Conel

la i
ol Tk e tene r, mimeradot I sma’s aferencia‘Ge o)
numeradores y por denominador el denominador comn:

A, C_A+C
s
B8

suma

i las fracciones no tienen el mismo denominador, para poder sumarlas o
restarlas hay que reducirlas previamente a comun denominador, y luego se || Los fracciones
procede como acabamos de ver :

La suma o diferencia de fracciones algebraicas no varia si se sustituye una
fraccién por otra equivalente; por tanto, siempre que sea posible conviene
simplificarlas antes de operar. 2
Do facones agelacas son opuestas 5 s s <o por ejemplo,

las frac:

son opuestas, ya que
Con fracciones_algebraicas se
opera de lo misma forma que
con facciones numéricas.

5 Realizar las siguientes operaciones:
Rt -5y b(v]y%(lx*S‘{)
oy

2
e N TR u«mx-w
xmlem-Hl) n-2 - 1)

GENG-10  GEDG-D &+ Dk-1

A poa oo iy 1 S
gt +

X+ +x
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Producto de fraccones numér-
as:

La multiplicacién y division de fracciones algebraicas se definen también de
forma anéloga a como se hace con los nimeros facionales.

€l producto de dos fracciones es otra fraccion que tiene por nume-
ador el producto de los numeradores y por denominador el producto
de los denominadores:

Se llama fraccién algebraica inversa de una fraccion dada a la que se
obiene al intercambiar ¢l numerador y el denominador.

€l cociente de d nes es otra fraccion que se obtiene multi-
plicando el dividendo por la inversa del divisor:

AC_AD

8D BC

1 producto o cociente de fracciones algebraicas no varia i se sustituye una
fraccitn por otra equivalente; por tanto, siempre conviene simpifcar antes
de operar.

6 Realizar los siguientes productos:

JERD A1 G0k ey
V2 w-aked A4

p2t3 5 Grease  0¢ 415
X=1 x+1 G-DE+) - X1

dax'

mn) ;(nﬂ o)1) ot bxt 6o+ 6
3ax+3x+ 30+ 3

7 Efectda las divisiones:
X+1 k=1 _G+N@2)
X-2'F+2 W-29K-1)
X (1)

a




Eixprulone: radicales 1

“ Expresiones radicales
Las siguientes expresiones
N

se llaman expresiones radicales

Una expresién radical es un polinomio bajo el signo de raiz, cualquiera
que sea el indice.

€l valor numérico de una expresion radical es el resultado de sustitu las
letras o variables por nimeros. Al dar distintos valores a las letras se obtie-
nen diferentes valores numéricos de la expresion radical

Al estudiar los radicales se vio que, cuando el indice es par, no se pueden
hallar las raices de radicando negativo. Por esta misma razén, al calcular &l
valor numérico de una expresion radical es importante tener en cuenta lo
siguiente:

radicando positvo: dos raices.
« indice par<
radicando negativo: ninguna rafz.
+ Indice impar —— tanto si el radicando es positivo como negativo, exis-
una Gnica raiz.
Una observacion:
Puesto que un radical de indice par y radicando positivo tiene dos raices,
conviene distinguir una de otra. En adelante:
« La raiz positiva se designaré siempre sin signo:
Va, esdecr, Va=+Va
+ La raiz negativa se designaré siempre por ~ V/a

“ Expresiones radicales equivalentes
Un radical puede escribirse de muchas formas. Por ejemplo
Va=Va =V = Va

Dos radicales son equivalentes si tienen el mismo valor numérico para
‘cualquier valor que asignemos a sus variables.

La siguiente regla permite pasar de un radical a otro equivalente.
i se multiplican o dividen el indice y el exponente de un radical por un
mismo nimero se obtiene otro radical equivalente al dado siempre que se
eljan las raices con el mismo signo que la dada

sta propiedad permite simplificar radicales y hacer que varios radicales
tengan el mismo indice.

Podtias demostrarlo utlzando
lo semeane de los trnguos
rojo y a




Simpificacidn de radicales nu-
mércos:

Vi = V5=V

Reduccién de radicales numé-
icos o comin indice:

Vi V& Vi
Elindice comin es 6.
VP Vs

Los signos que ahora usamos
para ndicor suma (-
(=), iz (Y

Ra.y la cibica como Re.
Mira, por ejemplo, como escri-
bian'en esa época Io que para
nosotros es:

V
R \Ra. 4352 p. 16,

< Simplificacion de radicales

La relacion \/a" = \/a™ que permite obtener radicales equivalentes es
igual a la que se aplica a los radicales numéricos. Por esto se pueden sim-
plficar radicales algebraicos y reducirlos a indice comin por los mismos
procedimientos que se utilizan con los numéricos.

Para simplificar un radical se divide el indice y el exponente por el mis-
mo ndmero:

Ejemplos:

“ Reduccién de radicales a indice comun

Reducir dos 0 més radicales a indice comtn es hallar otros radicales, equi-
valentes a los primeros, que tengan todos ellos el mismo indice.

El indice comin de estos radicales puede ser un multiplo cualquiera de
los indices. En particular

+ &l producto de todos ellos,

« €l minimo comin mltiplo (m.c.m.) de los indices

Aunque conviene utiizar el m.c.m. para operar con nimeros més sencilos,
como se hace con las fracciones, no es necesario.

8 simplificar los siguientes radicales:
a) VX b) Vx o VX d VX y®
EREEA o V= Vx
b VA = Vi &) YAy = xy

Reducir a indice comin los siguientes radicales:

AVx V¥ VX Setoma 12 como indice comin, por ser
) 1 | mem. (2, 4,6) =12
VR VX VAP También puede tomarse: 24, 36, 48...

HVX VR VE
| L | mem(515)=30
VA VA X También puede tomarse: 60, 90, 120...

©




Las siguientes. leglax indican cémo se opera con radicales del mismo indice.
Se utilizan muy a menudo en los dos sentidos. Las reglas son las mismas
que para radicales numéricos. Las demostraciones son inmediatas elevando
los dos miembros al cuadrado o a la potencia enésima.

“ Radicales del mismo indice
1. Bl producto de dos radicales del mismo indice es otro radical que tiene
por indice el comdn y por radicando el pmducm de los radicandos
La raiz de un producto es igual al producto de las raices de los factores.
2. Bl cociente de dos radicales del mismo indice es otro radical que tiene

por indice el comin y por radicando el cociente de los radicandos:

La raiz de un cociente s igual al cociente de las raices del dividendo y
del divsor.

3. La potencia de una raiz es otra ralz que tiene por ndice el mismo y por
radicando la potencia del radicando:

4. La raiz de una raiz es otra raiz que tiene por indice el producto de los
indices y por radicando el mismo:

Va=va V- Va

“ Radicales de distinto indice

Para multiplcar o dividi radicales de distinto indice se transforman primero
en radicales equivalentes de igual indice y luego se utilizan las reglas an-
teriores

10 Realizar las siguientes operaciones con radicales:

a) Vi Vay = VRN = VR

b) Viy: ¥y = WAy - Vy' = Wy

S

con expresio-

nes radicales se hacen de

ma andloga a las operaciones

con radicales

ViV

V5V
s

Vs =




s ﬁuu';ma icales

€ camino 7€ es distinto de lo
de os caminos A8 y BC

VEEP £ VE+ VP

Un cuadrado:
L nn

x X

X v

GV =Xt aVyty

U mléngu!c

GeVDEE VD
¥Vt Vi

+ Suma y diferencia
Los resul ladus de las operaciones radicales pueden reducirse utilizando las
reglas anterior

£ vE\anén con esta cuestion conviene saber también lo que no se puede
hacer, ya que los errores son muy frecuentes.

* Nose puede reducir V/x + V/y, es deci:  Vx+ Vy# Viry
« No se puede reducir x + \/y, es decir:  x + Vy # VX +y
« No se puede hallar la raiz de una suma o diferencia;

VI s VE+ Vi =xty

VR 2 VE -V =x-y
Es correcta en cambio la siguiente suma:

Vi + 3Vx = aVR
« Para reducir radicales por suma o diferencia tienen que ser semejantes;
es decir, tener el ‘mismo indice y el mismo radicando.

Para sumar V/x + )y que transformarlos previamente en radicales
homogéneos, o s
1+ 9 Vi

VS V= VR VT VRS VR

“ Racionalizacion

Las expresiones algebraicas x — 3\/y y x + 3\/y se dice que son con-
jugadas.

Pasar de una fraccidn a otra equivalente que no tenga en el denominador
radicales se llama racionalizar.

1 ViV
Vevx x
1+ Vx

T=Va =VR0+VR

11 Realizar las siguientes operaciones:
a) (+3V/y) + (- 8Vy) = x £ x+ 3Vy - 8V = - 5Vfy
B VEY -3V Y = VE -3¢ Vi by - 30V

12 Racionalizar:
X+8Vy K BVY B+ 3VY
=3y - 3VH 3V
R/t eV VIV Ty s 2ty
= Vi = Rty

*-9Vy




RESOLUCION DE PROBLEMAS

Para resolver un problema...

*+ Leer y comprender el enunciado. + Razonar hacia atrés.

+ Hacer un dibujo adecuado. + Comprobar e interpretar la solucion.

Un terreno de forma pentagons/ nene tres angu/as rectos y los otros
dos angulos son iguaes Ace sabe que tres lados son iguales y
miden x metros y los otros ittt Souates enim af Byresar
e fancin o x n mayor distanci entrs dos vérices obl pentagono.

ProBLEMA |

+ Si el pentégono tiene tres angulos rectos y Ios otros dos son iguales, una
posibilidad es que se trate de un pentagono de los llamados «casitan.

Ademss, como los angulos By D son iguales entonces los lados BC y ©D
son iguales y, en consecuencia, el tringulo BCD es isdsceles y recto en C.

LEER Y COMPRENDER
EL ENUNCIADO

# De todo lo anterior se deduce que el dibujo debe ser de la forma;

HACER UN DIBUJO
ADECUAD

# A la vista de la figura parece evidente que la mayor distancia entre dos
vértices del pentdgono serd la diagonal AC o CE, que es igual

Se construye el segmento 8D y el segmento CF.

Para hallar AC es necesario conocer antes CF.
Para hallar CF se debe calcular CG. D
Pero el triangulo BCG es issceles, par erer dos
ingules igumes e 45‘) por lo que C
Por tanto: TG =
A 3

Entonces el segmento:  CF

RAZONAR HACIA ATRAS |

o ¢Serd Ia distancia AC la mayor entre dos vértices del pentagono?

En efecto, pues la distancia AD = \/x + ¥ = x\/2 m, y se verifica
que AD < AC y s oiras son menores

COMPROBAR
E INTERPRETAR
EL RESULTADO

5
1
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ACTIVIDADES

simplifica las siguientes fracciones:

15a%°¢ 200y
) Sgare 9%

10abx a
¥ TS %

gHmoy e
X
g2t it
™+ ma
Reduce las siguientes fracciones a minimo co-
min denominador:

b gath a-b
Y he'ac'he a-bG-ba b
xt1 ¥ 11 4
R e e i

En las sguientes sumas y restas, opera y simpli-
fiea:

En las siguientes sumas y restas, reduce primero
a minimo comin denominador, opera y simpli-

w41
+ =
1

6

10

Opera y simplifica:

af-

LEl 1 (e &

L: 5) o+ x)

|
o) (- )
it & s T

Calcula mentalmente las dos raices cuadradas de:
)X, 0

Halla el valor numerico de las siguientes fraccio-
nes algebraicas:

Halla el valor numérico de las siguientes expre-
siones radicales

XY+ 3V - x+ 1 J%

AParax=1iy=2
bPrax=2y=3

Calcula los cuadrados de s siguientes expresio-
nes:

anvk 3V Ve
BI+VE VEEVE Vi-V

Di i os siguientes radicales son equivalentes (los
radicales de indice par se consideran positivos si
0 van precedidos de signo)

Vi VR W
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Halla los radicales irreducibles equivalentes.

3 Vor Ve

bV LR

Reduce los siguientes radicales a indice comn
IVE VR

BVx VR VR
AV Vi Vv
Multiplica los siguientes radicales:
A Vi Vi

b Viy Viy

9 VA&
9 VR VE

Extrae los factores posibles de los siguientes ra-
dicales:

IVE VR VR VR
BVY VA VY X2y
avE VE VR R

Introduce el factor entero en el signo radical

22 L

Ay Vy VR evh
DE AV VE R AV A vE)

Calcula y simplifica:
Ak VRR- VR
b6 VR - VR

QK- VEF D 0= Vi) 24

Simplica las siguientes expresones:

Vo Vi V8 ¥
Vi

b VY 26
vy

Suma los siguientes min:alu reduuéﬂdn\os pre-
viamente a radicales semej

aw\/iv\/@+Wf\/V
b) V/3x + V@5 + \/180x - \/B0x
O V2 - SV + \/aBery

Muliplica por su conjugada cada una de ls -
presiones siguientes:

A2-Vx V-2 Va+Vy
B-2¢VE Vi-2 VE-Vf

Racionaliza las siguientes fracciones;

Las relaciones entre as escalas termometricas de
Celsius, Fahrenheit y Kelvin vienen dadas por las
siguientes fracciones:

c _F-3

100 180
a) Pasa 25° Celsius a la restantes escals.
b) Pasa 77° Fahrenheit a las restantes escalas.
) Pasa 248" Kehin  las restantes escalas.

Los lados de un triéngulo miden 15 cm, 20 cm
y 25 cm. Otro triangulo semejante tiene por
homélogo del mas pequeo un lado que mide
9 cm. Halla los restantes lados.

Los lados de un tridngulo miden 3 cm, 4 cm y
5 cm. Otro tréngulo semejante tiene por per-
metro 72 cm. Halla sus lados.

Expresa la altura h de un tridngulo equidtero en
funcién del lado si este mide a cm. Utiliza el teo-
rema de Pitagoras.

Expresa el rea § de un tringulo equilitero en
funcion del lado si este mide a cm.

85
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CANICRSTIN ISV

D ADES

Las fracciones siguientes son equivalentes. {Ver-
dadero o falso?

LRy en

+

La potencia de fracciones se define de la misma
forma que la de una expresion entera. (A qué
es igual toda fraccion algebraica elevada a 02 &Y
elevada a 17 &Y elevada 3 —17

Dos cuestiones similares para aclrar con ejem-
plos:

2) La raiz cuadrada de Ia raiz cibica de una expre-
si6n algebraica, 43 qué equivale?

b) iSe puede exaer siempre ko iz cuadrada de
Ia iz cibica de una expresion algebraica? ¢Por
qué?

Si diidimos el exponente de una potenda por

2, tqud operacion hemos reaizadon 21 5 o

vidimos por 37 Razana la respuesta.

Verdadero o falso. iPor qué?
A VF o +b=a+b+\/2ab
Ve b r2b=a+b

OVEFY = VE+Vi=x+y
AVE-¥ = VR -VF

¥

Si muliplicas o divides el radicando por x,
iqueda multipicada o dividida por x la iz cua-
drada? iPor qué?

eor cusnto tienes que multiplicar o diidir una
expresion algebraica para que su raiz cuadrada
quede multplicada o dividida por x? Acara tus
respuestas con ejemplos.

34

35

37

Reduce a minimo comdn denominador fas si-
‘guientes fracciones:

simplifca las siguientes fracciones factorizando
previa

d+dta-3

+ a8 — 5
R
PR 4
ey

a)

di sl

Un caracol ests en la parte inferior de un bidon
de 1:m de altura y 0,6 m de diémetro. Se dirige
2 un punto de la parte superior opuesto al que
estaba absjo. Qué espacio recorre si €l camino.
utilzado ha sido minima?

Un aula mide 6 m de ancho, 7 m de largo .
4'm de alto. Hay dos moscas dentro de la clase.
Podes cllics s dhtancn sk #'a.
pueden
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1P 1/2.2P 4/7. 3P 314
Las retransmisiones deporiias que nos ofrecen la cadenas de:
Datos como estos aparecen bao la

television son cada vez mis completas. No solo porgue nos
muestran imégenes tomadas desde mds anguios. sino porgue '\ §

Muchos de elos se expresan en forma de fracciones 0 de-
POMCRNIZES COMO BSI0S: s

Pues es muy sencilo; ha

} Sobes qué quieren decic?

{ encestado uno de los dos
Celta, 52% | lanzamientos de un punto que ha
Tenerife, 48% ntentado hasta ahora (1p. 1/2),
cuatro de los siete tiros de dos
No cabe duda de que los partidos puntos (2p. 4/7) y tres de fos.
o s oo s o e e haloreodo
| cp3m,

mete mds qoles. pero hay. %
otros datos que tienen su
importancia. Uno de ellos es el

((_ Eneste casolos datos suelen
ofrecerse asl, como.

A

L

fracciones, pero no es.
7 [ tiempo de i alén.
K tarpo e st e ks L P Syl
L. Fiete como, enl meyor perte delas
(o G ¢ i porcentajes LSnbms
\ retransmisiones fubolilcas,la d i
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Sep elnmocelpero. ¢ [IYE ¢ tenefomadecuad cauosapern.
i !
100 esth
JusB 0K | oo oo . En ek %
108 \wﬂ‘“\e o como magsiradoy P2 centigrados (C) que usamos.
Mm\ms eron wna ofC0N. U8 nosotros en Espana-, sino en grados.
‘ b poioge Tzo aportaciones Fahvenhet (). Exste ain otra escala.
| Cibalieew o Ia lamada Kelin o absoluta (K), que
| i rwsvﬁemna\/\e\e el padre. 52 emplea en clenc
Muchos 7 e porque fue e AT Para transformar temperaturas.
| sbre X o nbolaa 5 expresadas en una de s escales.
o ney constanes & puedes usar etas fracciones
> ‘"Wzﬁ“ms oraicas. Tk - | equivalentes:
e normemente d e i
conrboyd €nrF o perolo e &0 o e C _Fx ks
1o trigor & L ol ol
S an oo e 00 C 10 10
enseies secrelos % WF:\‘::M coenta 08 Asi comprobards que ese diaen
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En la fiesta de fin de curso de una clase, Lucia ha observado que hay doble
nimero de mujeres que de hombres y triple nimero de nifios que de hom-
bres y mujeres juntos. Sabiendo que en total hay 156 personas, écuantos
hombres, mujeres y nifios hay en la fiesta?

Para la resolucién de este tipo de problemas lo més importante s elegir
convenientemente las incégnitas, las menos posibles, que permitan traducir
el texto del problema mediante relaciones algebraicas.

De esta forma se llega a plantear una ecuacion, en este caso de primer
grado, y las soluciones de la ecuacidn son las soluciones del problema.

En esta unidad vamos a estudiar las ecuaciones de primer grado que ya se
conocian en la civilizacion babilénica hacia 1500 arios antes de Cristo, pero
que se resolvian sin utilizar, de manera sistematica, notaciones algebraicas
o simbolicas como hacemos actualmente.




1 Identidades i
[ y ecuaciones

En el conjunto de igualdades distinguimos tres tipos:

* Identidad numérica es una igualdad cierta entre nimeros;
Bemplo: 3+4+2=7+2

* Identidad literal es una igualdad que se verifica o es cierta para cualquier
valor que demos a las letras
Eemplo: (x + yF = ¥ + 2x + ¢

+ Ecuacion es una igualdad algebraica que se verifica o es cierta para al-
gunos valores determinados de las fetras que llamamos incgnitas.
Ejemplos:
¥ = 1= 0 esuna ecuacion, ya que solo se verifica para x = 1yx = 1.
x+y =10 es una ecuacion que se verifica para infiitas pareias de

nimeros: x =2,y =8 x=4,y =6

“ Soluciones o raices de una ecuacion

Las soluciones o raices de una ecuacién son los valores que sustituidos en
Ia ecuacion hacen que la igualdad sea cierta

Cada solucién de una ecuacion estd formada por tantos nimeros como
letras tenga.

Resolver una ecuacion es hallar las soluciones de la misma

Comprobar una ecuacion consiste en sustitui Ias letras por los valores ob-
tenidos y ver si la igualdad resultante es cierta. Este paso conviene hacerlo
siempre para ver si a solucidn es correcta.

1 Dadas las ecuaciones siguientes, comprobar que:
2) 3x = 12 tiene la solucidn x = 4.
b) 2¢' = 8 tiene dos soluciones: X =2y x

© 2= x = 12 + x no tiene solucidn.

2) En efecto, al sustitur x por 4 se verfica: 34 = 12
No existe ningin otro valor que haga posible [a iguaidad.

b) i sustituimos x por 2 y por 2 se verfica:

OF=8y2-2=8

Ningan otro valor hace posible la igualdad.

<) Si reducimos términos se tiene:  x = 12 + x
No existe ningn valor que sea igual a ese valor ms doce unidades;
por tanto, esta ecuacién no tiene solucion.

En la primera mitad del siglo
Diofanto de Alejandria usa los
sinbols dgebrics y nuncia

reglas para resolver ecuc-
dones de primers y sedundo
o




2 Expresion de rel::iones‘
con simbolos

W Si te dicen que halles dos nimeros consecutivos cuya suma es 151, écomo
plantearias la ecuacion?

en ceta ocasitn preuntaron Supongamos que.un aimero es ; o ot como & consecuibe, sed
a Pitdgoras cudl era el nimero [ | 3% 1 por tanto, & i6n serd: x+x+1=1

Yool ol 17 por tanto, la ecuacion ser 51

«La mited estudia artmética, la
cuarta parte oratoria; la sépt-
ma parte medita en silencio y
quedan tres alumnos mds.»

(umo ves, hemos realizado en primer \ugar la eleccion de la incognita y
posteriormente hemos expresado mediante simbolos la relacion dada en el
lenguaie ordinario; a eso se llama plantear la ecuacion.

2. Plantear las siguientes ecuaciones:
a) Tres nimeros consecutivos suman 30: x + x + 1+ x + 2 = 30
b) La suma de un nimero y su doble es igual a 60: x + 2x = 60

) Un nimero més su quinta parte es 12: x + é =12

) Bl producto de un nimero por su tercera parte es 27: X} = 27
€) Dos nimeros proporcionales a 3 y a 4 suman 35: 3 + 4x = 35
1) La diferencia de dos numeros es 10: x ~ y = 10

3 La suma de las edades de un padre y ur 2 40 aos. La
edad del padre es 7 veces la edad del hl|n Hamul Ia eclnobn
Se eligen las incognitas: Sea x la tdiﬂ del hijo, entonces la edad del padre
40 — x, pues la suma ha de ser 4(
Se plantea la ecuacion: Como la edad del padre es 7 veces la edad del hijo,
se tiene que:

edad del padre = 7 veces la edad del hijo
40 - x=7x

4 Juan sali6 de casa con una cierta cantidad de dinero. Gasté a tercera

part el dinero que teiay perdé s dos tartrs prtesde o que e
Iver a casa todavia le quedaban 12 euros. :Como se plan-
s I cuicio paa halr o dina e i Sion?

Se eligen las mcagrmax' Supongamos qut Juan tenia x euros:

Gastd la tercera war\t, x y\eqummn x

HE
Se plantea la ecuacion
1o que gasts + lo que perdid + lo que le quedaba = Io que tenia

i)

P s b ot (1) e 2




3 Ecuaciones equivalentes. i
Reglas de la suma y del producto

Una vez planteada una ecuacion, para resolverl se pasa a otra més sencilla
que tenga las mismas soluciones.

i toda solucion de la primera lo es de la segunda, y reciproca-

l Dos ecuaciones son equivalentes si tienen las mismas soluciones; es
ded

ente,

Las siguientes reglas o criterios de equivalencia, basadas en las igualdades
numéricas, permiten pasar de una ecuacion a olra equivalente.

+ Regla de la suma

Si a los dos miembros de una ecuacion se les suma o resta ui

nimero o una Misma expresion algebraca, a ecuacon resutante &
equwalsnmeah fada.

sum A=B=A+C=B+C
bt nicosianzs e

una ecuacién se puede pasar un término de un miembro a otro cam-
biandolo de signo

|+ Regla del producto

multiplican o dividen los dos miembros de una ecuacion

mismo ndmero, ditnto de cero, 2 ecuacion resulante € cquiialente
dada.

Producto:  A=ByC#0& A C=B:C

Simplficacion: A+C=B:CyC=0eA=8

Se puede reducir una ecuacion multiplicando o dividiendo ambos miembros
por un mismo nimero no nulo.

4 (sansposiién: e est a los dos miembros 4)
(se opera)
S )

6 sx+4=20+x = Sx - m + X 4 (transposicién)
=20 & meice)

S
= X' 4 Gl por 4 s dos miebros)

j
g

Folceamcey ITAUA 750

Luca Paciol (1445-1514)

‘geométricos y comerciales
Conocidos hasta entonces.




Al quitar un paréntesis prece-
dido del signo menos (~) hay
que cambiar todos os signos
de los téminos del paréntesis:

3k-D=-x+6

i hay denominadores, el signo
menas () que precede a una

de todos los téminos de lo
misma:

na ecuacion se dice que s de primer grado cuando después de aplicar
o s e Saalonia Fsote o 1

. a#0 0l
 la ecuacion no es de primer grado.
i dividimos por a los dos miembros de la ecuacion [1] se obtiene el valor

ax=b
Observa que si a =

de la incbgnita: x = -, entonces decimos que hemos despeiado la incég-
nita.

! Toda ecuacién de primer grado tiene siempre solucién dnica.

En la resolucion de una ecuacion de primer grado conviene seguir un orden
para faciltar la tarea y no cometer errores
a) Quitar denominadores
Se puede hacer multiplicando la ecuacion:
« por el producto de los denominadores, o
« por el minimo comdn multiplo, m.c.m., de los denominadores.
b) Quitar paréntesis
©) Suprimir los términos iguales de ambos miembros.

d) Pasar a un miembro los términos en x y al otro los numéricos
€) Reducir términos semejantes y operar.
) Despejar la incégnita

7 Resolver la ecuacion: 2(x+1) = 3(x-2) =x +6
s =30 x s Qutans s
X + E + 6 Suprimimos términos iguales

e Reducimos términos semejantes.
2 Despejamos la incognita

)| 5

ax-5)

36 36 36
LU -N-k-5 _ dx-5)

=90~ 1) = (x= 5) = 4l - 5)
0




Uas cundiones de s grado permiten resolver problemas en contextos
muy diverso or gemplo, son frecuentes los problemas sobre nimeros
Aniades poblmes soe e, poblemas e ey otsits, ok
blemas de reojes, problemas de mavils, problemas de geometria, etc.

A continuacion se presentan algunos de estos problemas.

9 En un ortoedro las tres dimensiones son proporcionales a los ni-
meros 3, 4 y 12y su suma es 38. Hallar las dimensiones y la diagonal
del ortoedro,

Sean sus lados: 3x, 4xy 12x.
Ik ax e 12038 = 19 =38 = x=2
Por tanto, la medida de los lados es 6, 8 y 24.
La medida de la diagona es:

[

= \VE 828 = \/676 =26

10 Las tres cuartas partes de la edad de la madre de Concha exceden
en 15 aios a la edad de esta. Hace 4 anos la edad de la madre era
doble de la de la hija. Hallar las edades de ambas.

Oelenuncido se deduce: > (21 + 4) = x+ 4+ 15

Bx + 12 = 4x + 19); 6x ~ 4x = 76 ~ 12, 2
Edad actual de Concha: X+ 4 = 32+ 4 = 36 ar
Edad actual de su madre:  2x+4=2-32+4= sx arios.

54; X = 32 afos.

11 Un orifotarda 3 horas en llenar un depésitoy otro tarda 2 horas en
Hlenalo. {Cuinto tardaran en llenar el deposito o dos grifos a la
vez?

Lo que llena un grfo en una hora es ; de depésito.
i
Lo que llen e o1 g en una hora s | ceptso.
Sea x el tiempo que tardan o dos grifos en llenar el depbsto, entonces
e una hor o dos gifos fntos lenan . de depsio
dentiicando:

h 12 min

Pa oy probenas e geo
o, e findonentl onocer

o5 les relociones y for-
s sobelngitude,anis,
dreas y volir

s se aconseja ealizar un
i aue it o comprer-
sién del problem:

En estos problemas hay que te-
ner en cuenta la edad en el

qual pora todos.

idea para resolver proble-
mos de fuertes o de gfos s
Ia srgu

parte de depsito que llena
que lleno otra fuente en una

hora, es iqual a lo que llenon
las dos juntas en una ora.




La idea para resolver proble
mas sobre el trabajo realizado
por abreros es_andioga  lo
ldea de los fuents,
£l tobgjo_realeado por un
n una hora, ms el ta
bajo realzado por atro en una
hora, s igual ol tabajo rel.
zad por los dos en una hora.

tiempo 1, viene dada por l si-
ulnte e

e=vet
Despejando v, resulte:

el que recorre el horaro,

12 Trabajando juntos, 2 obreros tardan en hacer un trabajo 17 horas.
{Cuanto tiempo tardaran en hacerlo por separado si uno es el doble
de rapido que el tro?

x el tiempo que tarda el obrero mas répido, el otro o realizars en un
tiempo igual a 21

fcbero ms épido enuna hora reaiza | 6l traba
£l obrero més lento en una hora realiza Zix del trabajo.
Juntos en v hora resizn G o,

5 Tk s Sl 2 Lol i
denticando: 4 5= 32 = == = 51 =2

x= 3 = 25 30 min o oo tadar f dobe: 1

13 Dos ciclistas salen en sentido contrario a las 10 de a maiana de dos
pueblos Ay B situados a 130 km de distancia. €I cilsta que sale de.
A pedalea a una velocidad constante de 30 kmih, y e iclista que sale
de B, a 20 k/h. ZA qué distancia de A se encontraran y a qué hora?.

Hacemos el siguiente gréfico: A~ encuento.  +—8

x E 130«
E tiempo que tardan en recorrer los trayectos AE y BE es el mismo.
Sea x a distancia AE, entonces 130 — x es la distancia BE.
Los espacios recorridos son proporcionales a sus velocidades; por tanto:
x _130-x

ET)

zex:xsw»znmsm=swn=x=%=7akm

Asi pues, se encuentran a 78 km de A
€l idista que sal de A tarda en recorrer los 78 km:

g = 2h 36 min. Por tanto, se encuentran a las 12 h 36 min.

14 un reloj sefala las tres. éA qué hora se superpondrin las manecillas?

i lamamos x a los minutos que recore la aguja horaria hasta superpo-
nerse, el minutero, que esté en las 12, recorera 15 + x. Por tanto

Por tanto, la hora es: 3, 16 min, 21 %




RESOLUCION DE PROBLEMAS

Pararesolver un problem

+ Leer detenidamente el enunciado.

+ Hacer un dibu

« Estudiar todos los casos posbles,

« Interpretar y comprobar el resultado.

y X + 196. Sabiendo que el tridngulo es isosceles, ¢cual debe ser el

valor de x para que el perimetro sea el mayor posible?

Los lados de un triéngulo, en centimetros, miden 5x + 20; 3x + 76; I PRoBLEMA

LEER DETENIDAMENTE
desigual. Dos de las tres expresiones algebraicas que da el enunciado
deben ser iguales.

« Si el tridngulo es isosceles se cumple que dos lados son iguales y el otro
EL ENUNCIADO |

» Se pueden presentar las siguientes situaciones:
caso1

&5
Caso2 caso3 L0s casos posies |
iy & \. S48\
y S S\
& % *
L/ 5 % 3 "
5ue 20 e 16 X+ 196

+76 = x+ 196, 2x = 120 = x = 60 cm

Gaso 1: 3x
Los lados miden: 256 cm, 256 cm, 320 cm = p = 832 ¢

3 +20=x+ 196 4x = 176 = x = 44 cm
Los lados miden 240 m, 0 cm, 208 cm = p = 688 cm
5x+20 = 3x + 76, 2x = 56 = x = 28 cm
160 cm, 160 cm, 224 cm = p = 544 cm

Caso 3:
Los lados miden

 Por tanto, el perimetro mayor se obtiene en el primer caso y entonces x INTERPRETAR ¥
vale 60 cm. CompROBAR
Los lados miden: 256 cm, 256 cm, 320 cm €L ResuLTAvo |
Estas medidas, {representarén con toda seguridad [os lados de un trian-
2
Hay que tener en cuenta que tres longitudes cualesquiera no siempre son

los lados de un trigngulo; por ejemplo: 4, 5 y 10 cm no forman un
mangu\o

rueba que, en efecto, los lados obtenidos forman un triangulo
i, b e, hay que recordar que: «Tres lados forman un tridngulo
s cada uno es menor que la suma de los otros dos».
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ADES

Escribe con una incognita las siguientes ecuacio-
nes:

a) La suma de dos nimeros consecutivos s 21
b) La suma de tres nimeros consecutvos es 30,
) La suma de dos nimeros impares consecutivos

d) La suma de dos nimeros pares consecutivos
es62

€ Un nimero mds su quinta parte es 12.

1) La suma de tres nameros proporconales a 2, 3
yaesss

9) La suma de tres nimeros inversamente propor-
onals a 4, 6 18 es 578.

6 Resuelve las siguientes ecuaciones quitando pre-
viamente los denominadores (utiza el m.c.m.):

%= +a
2+ 0 3
Se7_ m+e med
L e i e

L2 suma de tres mltlos de 3 consecthos 7 g s iguientes ecuacione, utiza Ia regla de
ol la igualdad de fracciones
i) La suma de tres nimeros pares consecutivos aproducto de extremos = producto de medios»
&5 66
H-16_5 9+x _2
A= 3 "3
Despeia cada una de lasletas de las férmulas: ] or
-x
a) v = abe e i
bs=2"
Resuelve mentalmente as siguientes ecuacio
3 3=21 an+3=1
bi3x-12=0 9 3x=2u+5 8 Una botella y su corcho cuestan juntos 1 euro.
La botella cuesta e el corcho.
Reshe Jos iuientes ecuacionest {uinto cuesta b botells y cudnto cuest f cor
IS +8=8+2
BoF R=11) =X 9 La diferencia entre los cuadrados de dos nime-
Q21 - Tk=41x- 123 05 consecutivos es 573. ¢Cudles son dichos -
d) 500 - 24 3 meros?
Resuehve la t ftando pre- 1 i 180 cm
viamente los paréntesis Cada uno de los lados iguales es 30 cm mayor
que la base. ¢Cusnto mide cada lado?
2) 30+ 100 = 5 (200 - 3)
11 Un tiiéngulo tiene 72 m de perimetro y es se-

mejante 3 otro cuyos lados son 3 cm, 4 cm
5 cm. éCudles son las dimensiones del tidngulo?




AC T ISVEISDEANDE S
12 i el lado de un cuadrado aumenta en 7 cm, su 23 Los ngulos de un mangma mn pmpamona\es
superfice aumenta en 301 cnr'. Halla el lado. a los nimeros 2, 3 y 4. Halllo
13 Dos nimeros suman 37 y la diferencia de sus 24 Halla los lados de un tridngulo isosceles de
cuadrados es 111. Halla estos nimeros. 72 cm de perimetro sabiendo que fa razon de la
base a uno de los lados iguales es de 2 a 3.
14 Diide el nimero 68 en dos sumandos, tales que
Ia diferencia de sus cuadrados sea 816. 25 Un reloj sefala las 6 de la tarde, (A qué hora
volverdn a estar por primera vez la agujas del
reloj e linea recta?
15 De un barrl lleno de agua se saca la mitad de .
contenido y después un tercio del resto, que- g
dando en él 200 ftros. Calcula la capacidad del 26 En una reunion de chicos y chicas, el nimero de
barrl estas excede en 26 al de aquellos. Después de
haber salido 15 chicos y 15 chicas, quedan triple
de estas que de aquelos. Hala el numero de ch-
16 De un capital de 200 euros se ha colocado una cos y chicas que habia en la reunién.
parte al 5% y la otra al 4 %, La primera produce
anualmente 2,80 euros mas que la segunda. Ha- 5
o sl pattes e ciple, 27 Una person relizs  partes e un ise en fe
7
= [t kr
17 Halla dos nimeros naturales consecutivos sa- rocard, losigdel resto/en‘cochelylos 26k
biendo que la suma de la cuarta y quinta parte restantes en moto. {Cudntos kilometros recorre?
del primero y la suma de l tercera y séptima del
segundo son también nimeros naturales conse- b 3
cutivos. 28 Un poste tiene bajo tierra 5 de su longitud, ¢
; del resto sumergido en agua, y la parte emer-
18 La diferencia de dos nimeros es + . EI triple del gente mide 6 m. Hallala longitud del poste.
mayor menos el duplo del menor es 1. Hallalos 3
29 se han consumido las 5 partes de un bidon de
19 Dos nimeros suman 51. Si el primero lo dividi- aceite. Anadiendo 38 litros se llena hasta las =
| segundo entre 6, los cocientes . 5
se diferencian en 1. Halla los nimeros partes. Calcula la capacidad del bidén.
20 Hall dos nimeros sabiendo que su diferencia es 30 Tres amigos juegan un décimo de lotera, que
2y la diferencia de sus cuadrados es 24. resulta premiado con 6000 euros. Calcula
cudnto corresponde a cada uno, sabiendo que el
primero juega doble que el segundo y este triple
21 Divide 320 en dos sumandos de modo que al que el tercero.
dividir la mayor por la menor se obtenga 8 de
codente y 5 de rest
e 31 Un padre deja al morir cierto capita, con la con-
dicion de que se reparta entre sus tres hijos pro-
22 Reparte 200 euros entre tres personas, de ma- porcionalmente a sus edades, que son 10, 15 y

nera que la primera reciba 10 euros mas que la
sequnda, y esta reciba 20 euros mas que la ter-
cena.

20 Las partes del hijo mayor y del menor suman
42,000 euros. Halla lo que corresponde a cada

uno y la cantidad heredada.
Ll



ACTIVIDADES

Un padre tiene 39 afios y su hijo 15. {Cuéntos
aios hace que la edad del padre era e trple que
la edad del hijo?

Un seior tiene 42 afos y su hijo 10 afios. ZDen-
tro de cuantos anos la edad del padre sera el
triple que la del hijo?

Una sefiora tiene 70 afios y su hijo la mitad.
Cudntos aiios hace que la madre tena 3 veces
Ia edad del hijo?

Preguntado un pacre por la edad de su hijo,
contesta; i del doble de los anos que tiene se
le quitan el trple de los que tenia hace 6 anos
se tendra su edad actuah. Halla la edad del hijo
en el momento actual,

Un pade tiene 37 afios, y las edades de sus tres
hijos suman 25 aios. dDentro de cuantos anos
Ias edadies de los hijos sumarén tanto como la
edad del padre?

De un punto salen dos personas, una en direc-
cion norte y la otra en direccion oeste. La pri-
mera marcha a 6 km/h, y la segunda, a 8 knvh.
(Qué tiempo tardardn en estar na de otra a
5 km de distancia?

Un tren recorre la distanca entre dos ciudades
Ay Ba 70 knh, en un derto tiempo. Si au-
menta su velocidad en 10 km por hora, realiza
¢l mismo recorrdo en 1 hora menos. Halla la
velocidad y el tiempo que tarda en el primer
vidje

A una fiesta asistieron 20 personas. Maria bailé
con siete muchachos; Olga con ocho; Vera con

nueve, y asi hasta llegar a Nina, que bails con
todos ellos. {Cuantos muchachos habia?

i5on identidades o ecuaciones?

AF-§ =ty -y
b x4y =2y

41

Sin operar, encuentra las soluciones:
x+2dx-N0Bx+4=0

42 Detecta donde ests el error:
Px-x+N=A, =S x-u+1=u
by (x+ 1) (x— H:(X—V)ax-\’v

%
xeset-2i3os

gl xt3
2 5§ 272

43 Explica qué ocurre con este texto: «Piensa un ni-
mero. Multilicalo por 7. Réstle el nimero que

has pensado. Divide el resultado obtenido por 6.

3 1
En 5=~ obtenemosx=2

{Es correcto el resultado?

o x
L fn &+ K
a ecuacion i

45

¥ la ecuacion

6+ 12x = 2x, ison equivalentes?

piscina en la carretera que equidiste de los cam-

pamentos. (A qué distancia de cada uno se
constrird la piscina?

Un granjero tiene 12 caballos de 9 y 11 afos. La
suma de sus edades es 122 afos. éCuantos ca-
ballos habia de cada edad?

48 En un hotel hay 5 cestas de peras; 4 de ellas
contienen en total 84 perss. Lo quinta cesta
tiene 4 peras menos que la media de las cinco.

iCusntas peras hay en la quinta cesta?

€ drea de un rectangulo es 360 m’. Si su base
se incrementa en 10 m y su altura d\smmuyt en

m, el drea no cambia. Halla el perimetro del
rectangulo inicial.
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'MATEMATICAS

Hace més de 4000 a0s los babion
To que ahora es rak, constitian un imperio grande
o tanbién po &

temtorios
poderoso. Y 1o solo p
iérica se prod

Leonardo de Pisaera hijo de su fuerz
un comerciante taano.

prmery sagundo

“el hio de Bonacoio’
o Fbonacei. Su pade tenia
negocios en el norte de
Afica y Leorardo pueaoa ali mucho tempo.

En Affca aprendid a contar y  calular como s drabes.
Estos tenian un sistema,legado de la nda, mucho més
‘cBmodoy préctico que las equis, uves, ces e fes de los
romancs, que se usaban todavia n Europa.

En el famado Lbro del dboco, escrito en 1202, explcala
rumeracién rabe, que el ue todavia usamos (odos:
En ese mismo lbxo hableba sobre métodos algebraicos y
problemas comerciales, seguramente planteados pera
ayucor  su pave en las cuentas del negoco

Fibonacei e el matemético més orginalde su épocay
tuvo gran influencia en la mayoria de los aigebistas del

Renacimiento.
v )

UNA COSA
MSTERIOSA

k. £l fomoso matemético drabe ,
AlJwarizmi lamaba sahy (cosa)
alaincsgnita de una ecuacin.

M Esa misma palabray su traduceidn al
latin (es)y al castellano (cosa) se

6mo podemos sabero sihan

b 2 més de
siglos? Gracias al bar

pai
perteral
esciito, Algunas

recientementey
s han permitdo saber

fstos qui

* siguieron usando durante sgos. Tanto
s asi que el igebra legd & lamarse: fos de Boblonia
- el ate de o cosa”

% anNU Newton 6658
alacionss
& fatoso 5 ue de o ;:hum
unwﬂ P
uﬂ"m“;uoa .advs o ioma 9900
avstre
o

,\g\ j65 0.0



+ 10x = 39

== 1)

Asi imaginé AlJwarizmi (siglo ) representada la ecuacion de segundo
rado:
4+ 10¢=39

Para resolverla no tuvo més que completar el cuadrado de la figura final
con cuatro cuadrados en las esquinas, todos elos de lado 2,5:

25

25

X rx+2:25=8=x=3

b5

El rea total se obtiene aumentando la anterior en 2,5° X 4 = 25 unidades.
Form asi un cuadrado de 39 + 25 = 64 unidades, cuyo fado mide en-
tonces 8.

Restando al ado.del uews clsdisc o, medila de o de les dos
cuadrados pequefos (2 - 2,5 = 5) = 3, Encontrd de este
modo la solucidn: x = 3. En realidad, e ouncan s i s sotootn

= 13, que no se puede hallar geométricamente.

En esta unidad vas a aprender procedimientos més sencillos para resolver
ecuaciones de segundo grado, y otras de grado superior, encontrando to-
das las soluciones,




le segundo grado

« Definicion. Soluciones

Las ecacone de sequndo grado somaquels n s que e
rece elevada al cuadrado y o tienen términos de grado m

Una ecuacién de segundo grado con una incégnita puede redumse siempre
ala forma

a +bx+c=0 con a%0

Cuads uta sovecén de seguno grado et expiesad dé e forma se
dice que esté en forma general

Un niimero es solucion de una ecuacidn de segundo grado si al sustituirlo
en el lugar de a incognita resulta una igualdad numérica

# Criterios de. equivalem:ia
De la n (x + 1F = 4)', extrayendo la raiz cuadrada en los
e T 8 it Yo i

x+1=3-4 Xt1=-(x-4

segin se tome el mismo o distinto signo en ambos miembros. La ecuacion
de sequndo grado es equialente a las dos de primer grado, consideradas
confntamente £ duir dect e s sobcones de 1 scudones de
primer grado son también soluciones de las de segundo grads

Gada una de a5 soluiones de I ecacin de segunds rads & soucon
de una de las ecuaciones de primer gradbo.

En general, esta regla se puede formular asi

Si se extrae la raiz cuadrada a los dos miembros de una ecuacion, se
‘obtienen dos ecuaciones que son equivalentes conjuntamente a fa pri-
mera,

i lamamos Ay 8 2o dos iembros de una ecuacén, podemos -
cribir esta regla

‘“’<w %

1 Escribir las dos ecuaciones de pr(m:r grado equivalentes conjunta-
mente a la ecuacion (x + 17

Se extrae I raiz cuadrada a los dos miembros, y queda:

3x-4

Silos dos cuaotados tienen la
misma drea es porque sus

lados son

guales.




2 Resolucién de la ecuacién a
de segundo grado

2+ b
El cuadrado de un binomio:
40+ 2(aanb) + b = (2ax+ b

+ Método de formacion de cuadrados
En la ecuacién de sequndo grado aparece dos veces la incsgnita, lo que
hace mas complicado despejaria. Para conseguir aisiar la x se utliza el mé-
todo de formacién de cuadrados ideado por Al-warizmi
f método consise en ttarde ecribic una expresidn equialnte n o que
la x aparezca solo una vez. Obseva el siguiente proceso para resolver |
ecuacion de segundo grado

X —ax+3=

+ Laepresion X — 4x+ 3 se puede escribir como X' ~2:2:x +3.
Los dos primeros sumandos forman parte del desarrollo de la expresién

k-2 =x-2:2:% +2

* Para completar ol cuadrado (x — 21 e necesaro que aparezca el sumando
. Esto se consigue sumando y restando 2* a la expresion anterior:

x=2r-1

4t ax+2)-4+3=

—ax+4-4+3=00—

La ecuacion es equivalente a (x ~ 2)° — 1 = 0, en la que se despeja la x;

-2

120 x-2F=1 =x-2=

2 Formar un cuadrado a partir de la expresion x' + 4x —
Escribimos: X +dx 1 =x +2 21
Comparamos con el desarrollo:  (x + 2 = x' + 2+ 2x + 4. Falta el 4.
mamuy::ﬂamnsl Rtd-1=xtdc+d—4-1=
=2

3 Formando un cuadrado, resolver la ecuacion ' ~ 3x = 7
Escribimos:

9
Falta

3 9
el
B

sumams y estames >
#om-TmRme s - -7 (x-
s sl de b ecuscion s obtene despeondo

RS

‘FI



& Método general
i generalizamos el método anterior obtenemos una férmula que nos da x
en funcion de a, b y c. El procedimiento para obtener la formula es el
siguiente:

« Para que aparezca faciimente un cuadrado perfecto se multiplica la ecua-
cén por 4a:

ak +bx+c=0 = dax +dabx+dac=0
+ Sesuma y se resta b’ para completar el cuadrado perfecto:

42t + dabx + b? — b? + dac

0= (ax + by

b — dac
+ Se extrae la raiz cuadrada:

b+ VB~ da

2ax+b=+\b -t =

Bt b eV T e g Dm0

Estas soluciones se pueden resumir en una sola formula

Cada uno de los signos de la formula da lugar a una de las dos soluciones
de la ecuacion.

4 Resolver las siguientes ecuaciones:
25—
2

3 X -5+6=0=x

b) X+ -10=0=

n=2
Qo -sr2=0 ™ x=——— T=<x,=%=

P

Alegora delencuentro de fo
conocido, un nimero entero,
7 fo desconocido, I .
(saul Steinberg, 1962)
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Si en la ecuacion ax'+ bx + c alguno de los coeficientes s nulo, se dice
que es una ecuacion incompleta. Ejemplos de ecuaciones incompletas san:

enlaqueb =0
enlaquec

enlaqueb =

Las ecuaciones incompletas se resuelven directamente. Veamos cada uno
de los casos:

ax' +c=0 Sedespea la incognita: X

Lo superice de los dos rectén-
qulos es o misma:
o b = i B a' =0 Sedespeia laincognitar ¥ =0 = x=0

ax' + bx = 0 Se factoriza la ecuacion: x - (ax + b) = 0

Teniendo en cuenta que si el producto de dos 0 més factores es cero al
menos uno de ellos debe ser cero, queda:

x=0
xv(an~b>:n=<
ax

5 Resolver las siguientes ecuaciones:

AR -x=0exix-1)=0ex=0x

b2¢=0ex
9x-

0e=x=0

0= x=9ex=3x

£l 3
diat=g=pmasinyas

Xt =0kt =0=x

NI -12=0=x=dex=2

Q)8 + 16K =0 = Bl +2) =0 = x=0x=-2
W3 -4=284x e =Ner=160x=4x=4
D=5+ +5=0e ¢~ d=0exk-4=0

4

= x=0,

DOx+2DBx-2=77 = 9% - 4=77 & 9¢ = 81
e x=9ex=3x=-3




Si se analiza el signo de la expresion que aparece en el radicando de la
| férmula, b* — dac, es posible saber el nimero de soluciones de la ecuacion:
= poshivo, eisen des e cvatdacy y cvacin e
Fhaeanio y distin
« i bt~ dac es cero, la raiz cuadrada es cero y la ecuacién tiene una
sola solucidn. En este caso las dos raices son iguales y se dice que es una
raiz doble.
51!~ dac e negativ, no xsten ralces cuadradas raesy b ecuacion
0 tiene soluciones reals
La expresion D = b — dac se llama discriminante, porque permite distin-
quir o discriminar el nimero de soluciones de una ecuacién de segundo

grado
£ cada uno de los casos anteriores la factorizacion de Ia ecuacion se hace
del siguiente modo:

i la ecuacion tiene dos raices x, y x, se escribe:

alx = x) (x = )

Sila ecuacion tiene una raiz doble x, se escribe:

| alk = x) (x = x) = alx = x)

Si a ecuacion no tiene raices reales, entonces no se puede factorizar y se
| dice que es irreducible.

6 Averiguar el nimero de soluciones de las siguientes ecuaciones:
axes-2=0

Lo
dos soluciones reales y distintss.

b) 2 +x+4=0
Bl discriminante vale D = 1~ 4~ 2 4 = ~31 < 0, luego la ecuacion
no tiene. mng.m solucion,

o 3¢~
et e D = 36 = 3= 0, uego la ecuacion tiene una
jobl.

ica raiz

Determinar s de modo que las dos raices de a ecuadén ¥ ~ sx +36 = 0

sean iguales.

i las dos raices son iguales, el discriminante b* — dac debe ser nulo:
b -dac=5-144=0 = s=12 0 s=-12

- qac

=0, dos solucones

= 0,una solucen

<o,ninguna
Solcion




5 Suma y producto de las raices P
de una ecuacién de segundo grado

A partir de la formula que permite hallar las raices de una ecuacién de
segundo grado se puede obtener el valor de su suma

De mismo modo, se obtiene el producto:

-b+ \/h’ dac ~b- \/h’ ~ dac

(-b+ \b‘ daq) (~b - yh* 4ac)

5a*
4a° 4a’ a
Se obtienen asi las siguientes formulas:
| Sy o
: 5

Dividiendo por a la ecuacion general de segundo grado, queda

b <
X+ Zx+S=0
a a

Entonces el coeficiente de x da la suma de las raices cambiada de signo, y
el término independiente es el producto de as raices:

%

—s+p=0

8 Calcular la suma y el producto de las raices de 2¢° + 8x - 9 =
Aplicando fas formulas anterores, se obtiene:

9

Suma de las 1 Producto delas aices: p=—3

9 Calcular el valor de dos nimeros sabiendo que su suma es 13y su
producto es 42.

——AtB—

(A+8)(A-B)= A7 -5

grado, tal que la suma de sus raices s 13 y su producto 42. Entonces:
5 Setatadela ecuacion: X - 1364420

13 V169 - 168 13 xn=7
i g e U

Las soluciones son 7y 6.




= b |
‘ 6 de tercer y cuarto grado

Algunas ecuaciones de tercer y cuarto grado se pueden resolver transfor-
méndolas en ecuaciones de segundo grado. Son las ecuaciones lamadas
bicuadradas y aquelias en las que faltan los Gltimos términos.

« Ecuaciones bicuadradas

Son ecuaciones de cuarto grado en las que fatan los términos en x'y en
. Su forma general s

a + b d

a%0
Para resolverlas, se pueden escribir as:

Ay +bix) +c=0 = a+bztc=0
£sta ecuacion es de segundo grado tomando como incégnita 2 = ¥'. Una
vez calculados los valores de z. se calculan los de x extrayendo las raices
‘cuadradas. Se obtienen asi hasta cuatro posibles soluciones de la ecuacion
bicuadrada.

10 Resolver la ecuacién x* ~ 13x' + 36 = 0.

Haciendo z = ' resulta a ecuacien:
_ 132V -18_1325
G T w2 i
Las soluciones de o ecuacién bicuadrada son:

| Otras ecuaciones incompletas

| Las ecuaciones de tercer grado en las que falta ¢l término independiente,
x + b’ + ox = 0,y bas de cuarto grado en las que falan los dos ultimos
términas, ax' + bx’ + o' = 0, se pueden resolver también reduciéndolas.
a ecuaciones de segundo grado.

Para ello se opera del siguiente modo:

0

ad tbx+c=0

‘ax’vh)?v:x:l)=xtax’*hx+=}=D<

La ecuacion tiene como soluciones x = 0.y las que se obtengan al resolver
Iz ecuacion de segundo grado resultante.

11 Resolver la ecuacién x* + 12x' ~ 64x = 0.

X126 - B =x- (¢ + 120 64) = D<E+12x w0
xx-\ﬁ
-16

Las soluciones de la ecuacion inicial son: %, = 0,x, = 4,

En un rectangulo se conoce el

rea, que vale 12 anr,y lo dia-
ol qie mide 5 e Cutnto
miden os lodos delrectingulo?

—yet
S=xymumynt

El lado x se puede calclar re-
Solviendo a ecuacidn:

I
Ko g =0

Esta ecuacidn da como sols-
ctn:

x==3
Como las medidas no pueden
ser negativas, los lados del rec-
tangulo miden:

3am oy 4am




(-3 0-2) =8 -5x 06

Hr2i-x-220

Roes 2 4 1
X +3@-x-320
Raes 3 -4 1

La expresion (x — 1) (x + 2) (x — 4) = 0 es una ecuacion de tercer grado,
Cuando una ecuacion esté esciita de este modo se puede resolver aplicando
técnicas ya conocidas

K=Nx+2Dx-4)=0=x-1=0,x+2=0,x-4=0
@ x=1x=-2x

En general, si en una ecuacion de cualauier grado, escrta en la forma
P(x) = 0, ¢l polinomio P(x) se puede descomponer en factores de primer
¥ segundo grado, entonces basta igualar a cero cada uno de los factores
y resolver las ecuaciones de primer grado y de sequndo grado resul-
tantes. Por ejemplo, una ecuacion de tercer grado puede factorizarse ast

ax' b+ ot d = (- x) (@ £ mx+n) =0

Entonces las soluciones de la ecuacion se obtienen resolviendo las dos ecua-
ciones

x-%=0 a «mx+p=0

Las ecuaciones de tercer grado, 0 grado superior, si no tienen ninguna raiz
entera o se pueden resalver por este procedimiento. Las raices enteras se
encuentran entre los divisores del término independiente.

12 Resolver la ecuscion x' + 2¢ ~x - 2= 0.
Para la resolucion se procede asi:
+ Posibls races enteras: 1, +2, que son los divisores de —2.

+ Se comprueba directamente cusl de estos nimeros es raiz:

setne  1+2-1-2=0 niz.

sefine  —1+2+1-2=0,nk

setine  8+8-2-270,n0es iz

setine  -8+8+2-2=0,mni
En este caso las tres soluciones de a ecuacion son: 1, =1y ~2.

Resolver la ecuacion 2¢' + 3x' - 4x — 1= 0.

Los divsores el término independiente son: +1 y ~1. Se comprueba
que de estos dos nimeros es raiz x =

X-1=0=x=1
-‘1<z.a¢sm|).o<zhsl_‘ as
25

Resolvemos:  2¢°+ 5x+1=0 = x

-5+\/17
0

20+ 3¢ -4

-5-\/11
0




Ecuaciones radicales son aquelas en las que la incognita aparece bajo el
signo radical. Por ejemplo, una ecuacion radical es \/x + 2 = x. Aqui va-
mos a estudiar Gnicamente ecuaciones con radicales cuadréticos.

# Criterio de equivalencia

La ecuacion x ~ ene como solucion x = 7. S| elevamos al cuadrado
los dos miembros resulta la ecuacion
®-3 =4
que tiene las mismas soluciones que las ecuaciones
x-3= 7 Solucion de la primera ecuacidn
x-3 Solucion nueva
£n general

i se elevan al cuadrado los dos miembros de una ecuacién, se obtiene
otra ecuacion que tiene las mismas raices que la ecuacion dada y, ade-
més, las d n que se obtiene cambiando de signo uno de los
miembros de la ecuacion.

< Procedimiento de resolucién de ecuaciones radicales

Para la resolucidn prctica conviene seguir estos pasos

1. Se aisla un radical en uno de los miembros, pasando al otro miembro
el resto de los términos, aunque tengan también radicales

2. Se elevan al cuadrado los dos miembros.

3. Se resuelve Ia ecuacion obtenida.

4. Se comprueba si las soluciones obtenidas verifican la ecuacion inical
Debes tener en cuenta que al elevar al cuadrado una ecuacion se ob-
tiene otra con més soluciones que la primera

Si la ecuacion tiene varios radicales, se repiten las dos primeras fases del
proceso hasta eliminarlos todos,

14 Resolver la ecuacion \/2x =1+ \Vx+4 = 6.
VE-T+Vxrd=6= Vax-1=6-Vx+4

o A-1=36x+4-12Vard e x—41=-12

1681~ 82x= 14x + 576 <= X - 2268+ 1105=0 <

Comprobamos las raices:

2:5-1+V/5+4=3+3=6; \/2:21-1+\/21+4+6
De estas dos raices solo x = 5 verifica la ecuacien, luego la ecuacion
radical tiene por raiz x = 5.

G}

o1 xe
e
(ie2-3e1 ia-a
|Noes soucon  soton




RESOLUCION DE PROBLEMAS

Pararesolver un problem

* Hacer un dibujo o esquem, si el enunciado lo requiere.
« Identificar lo que se debe averiguar (incognita).

* Plantear una ecuacion.

* Resolver la ecuacion.

« Interpretar el esultado,

L ProOBLEMA

Esther quiere hacer el marco de un espejo con un listén de madera de
2m, sin que le sobre ni e falte nada. Sabiendo que el espejo es rec-
tangular y que tiene una superficie de 24 d’, de qué longitud han
de ser los trozos que ha de cortar?

HACER UN DIBUJO

58 B BRI 2 i e e

tener el espejo, en este
Uio, Convine avdlr €n 8 mnu,u e

se conoce y lo que no se cono
Lado desconodido: x.
Sabiendo que el lstén tiene 2 m (20 dm),
el perimetro del rectingulo debe ser 20, el
semiperimetro serd 10 y el otro lado serd
10-x

| PLANTEAR LA ECUACION

+ Se plantea Ia ecuacién que permite relacionar lo que se conoce con lo
que se quiere averiguar. Puesto que la superfcie es 24 o, se fiene
x(10 = %) 4

RESOLVER LA ECUACION

# La ecuacién anterior es equivalente a
10x—x =24 = ¢ 100+ 2420
Resolviendo 1 ecuacion con ayuda e Ia férmula general, se obtiene:
10=1/100-% _ 10=2 x =4
2 i Tt

INTERPRETAR
LAS SOLUCIONES

 El liston se debe cortar en dos trozos de x dm y otros dos de 10 ~ x dm.
Para x, = 4 se obienen dos trozos de 4 dm y dos de 6 dm.
Para x, = 6 se obienen dos trozos de 6 dm y dos de 4 dm.
Se ve que las dos soluciones coinciden.




ACTIVIDADES

1 Escribe con una incégita los siguientes datos:

2) Un ndmero y su cuadrado.

b) Un nimero y su raiz cuadrad.

) Los cuadrados de dos nimeros consecutivos.

) Los cuadrados de dos nimeros cuya suma e 1

# Los cudados de dos nmens o e

] ws zuw:ms de dos nimeros cuyo cociente
9) Los cuadrados de dos nimeros proporcionales
a3ya

1) Los cuadrados de tres nimeros proporcionales
a3,4y5

N

Escribe las siguientes ecuaciones con una incog-
nita:

3) La suma de \m s de dos nimeros con-
secutivos es 2
b) La diferencia ecure los cuadrados de dos ni-
eros consecutivos es 41

) Bl producto de un nimero por su tercera parte
27

d) Bl producto de dos nameros consecutvos es 72
€) €l producto de dos nimeros pares consecutivos
2024

Despeja cada una de ls letras de las formulas:
o=
fa=t+c

Mm
9F=G-

hi= o+ )

ax-9
bxX -1
X -x=0

5 Resuelve las siguientes ecuaciones utilizando el
hecho de que si el producto de dos o més fac-
tores es cero, tiene que ser cero al menos uno
de elos:

Ah-1E-2=0 & @-50-3=
5656k 10=0 e x-3) B a2
9 2t 6x=0

Resuelve las siguientes ecuaciones incompletas
sin utiizar la formula general:

ax-6x=0 a1 -

b ¥ -25 gx+1x=0

03 -48=0 HB=9%-2
7 Resuelvelas siguientes ecuaciones por el método

de formacion de cuadrados

AX+6-10=0  d)x -5~
BX¥-106+1=0 @AW +Tx+1=0
gx+8-3=0 fa-3x+1=0

8 Resuelv fas siguientes ecuaciones por el método
general:

ax - 7x-18
b) 3K+ 15x+ 1
Q7 +2x-28=0

)3 -8-3= a

9 Resuelve las siguientes ecuaciones pasandolas
iy Ta forma general:

T
b

b)
X

St 4
5 -4

]

iet
d)x+2

x=1_

x-1

g M =126 - 60)
5 7

3




ACTIVIDADES

Avengui. sin resolverlas, el namero de solucio-
nes de las ecuaciones siguientes:

3x - 6x+9=0

9 2% + 7
e % = 11x
) 5¢ - 7

+8

Halla la suma y el producto de las raices de las
siguientes ecuaciones, i calcularlas previa-
mente:

3) ¥ 45042
b) 5¢ + 7x -
A% =942

Resuelve las siguientes ecuaciones incompletas
de tercer y cuarto grado:

d) X+ 100 + 26
o x-60+9
f) x4 8¢+ 168

0
9 X' - 26¢ +25¢=0

Resuelve [as siguientes ecuaciones bicuadradas:
X -10¢+9=0  d)a¢-37%+9= u
b) X'~ 26¢ +25 € X'~ 25¢ + 144
) %= 97 + 129 o

Halla las raices reales de s siguientes ecuacio-
nes bicuadradas:

a)x - d) X'~ x' = 600
b)x-8¢ -9 20+ 90 =68
O X -24¢-25 f) 3¢ -5¢+2=0

Resuelve las siguientes ecuaciones pasandolas
previamente a la forma general (recuerda que
producto de extremos es igual a producto de
medios):

Resuelve las siguientes ecuaciones con un radi-
al:

2 =F @ x+V/5510=8
b) x~\/157 1 o V&x+x-x-2=0
9 x=V169-x=17  f) x-2Vx-1-4=0

17 Resuelve las siguientes ecuaciones con dos radi-

A \/FErx=2+ Vi
B \AT5+ k=5
INEFS+VaF8=7
& \ATR-VETR=1
O \ATTI=14VATE
1 \/B3-VxiT=4

Halla Ias raices reales de las siguientes ecuacio-
nes de tercer grado:

- 0
OX +3 —ax-12=0
9 6¢ +x - 260-21=0
9x+3-x-3=0

X =7¢-2414=0

19

Halla las raices reales de las siguientes ecuacio-
nes de cuarto grado calculando previamente por
comprobacién alguna raiz:

g -5K+5x-2=0
@) 6¢ = 170 + 76 + 8- 4=0
@x -2 =108 + 4x+ 16 =0

En la ecuacion ¥ + bx + 15 = 0, una solucion
es 5. {Cuanto vale b? ¢Cual es la otra solucion?

En la ecuacion X' ~ 5 + ¢ = 0, una solucion es
3. iCuanto vale ¢? Cual es la otra solucion?

Halla dos nimeros consecutivos cuyo producto
es 380.

23

La suma de un nimero y su cuadrado es 42.
Hallalo.




ACTI1IVIDADES
24 Las psons quesstien  na i ses- 35, Los e ados de un ing rcing son
trecharon la mano. Una de ellas adhirto que los pmpomanz! a los nimeros 3, 4 y 5. Halla la
apretones de mano fueron 6. ¢Cuantas perso- longitud de cada lado sabiendo que el drea es
nas fueron a la reunion? 2.
25 4Qué nimero, aumentado 6 veces, tiene como 36 Se tiene un lote de baldosas cuadradas. i se
iz cuadrada 1357 forma con ellas un cuadrado de x baldosas por
lado sobran 27, y si se toman x + 1 baldosas
26 Hlla dos e s s 7y pro- por lado faltan 40. Halla las baldosas del lote.
Quclo- (2%, 37 n cusrado e 44 m més que otro y este
27 Halla dos nimeros cuya suma es 14 y la de sus 2. m:ipencs de lado: eSS prTER 1 l0c
bl lados de los cuadrados.
28 il dos imero positvos capa dierenciasen S0 e 000 deun cadiadoen 4y
7,y la suma de sus cuadrados, 3809, tangulo de doble drea que ki cuadvadn il los
29 na habiacion rectanguiar tiene una superficie e
de 120 m’ y su 26calo tiene una longitud de 39 Un campo rectangular tiene 2400 m cuadrados
46 m. Halla 1 dimensiones de s habiacon de superfcie y 20 m de longitud mas que de
anchura. Hala las dimensiones.
30 Para vallar una finca rectangular de 750 m* se
han utilizado 110 m de cerca, Calcula las dimen- 40 Calcula el radio de un circulo sabiendo que si
siones de la cerca. umentamos el radio en 3 cm se cuadruplica su
area.
31 Una pirémide recta de base cuadrada tiene de
alturs 30 my so han necesitado 2000 m¢ de 41 Uno de los lados de un rectangulo mide 6 cm
piedra para construirla. Halla el lado de la base mas que el wo Kué\es son las dimensiones si
de la pirémide. sudreaes 91
42 Las dimensiones de un ortoedro son proporcio-
nales ol estas dmensones
sahlendo que el volumen del ortoedro
32 Un deposito de agua tiene forma de ortoedr ”
ey o peaan 4000 g, 43 Lsaos deun il miden 15,168 cn
Hala el lado de la base sabiendo que es cua- eterming) quécintdadiigga o cebe retar
cada uno para que resulte un triangulo rectén-
gulo.
33 La edad de un nifio serd dentro de 3 afios un 5
cuadrado perfecto, y hace 3 anos su edad era 44 L3 diagonal de un rectingulo mide 30 cm y las
precisamente Ia raiz cuadrada de este cuadrado. dimensiones de los lados son proporcionales a 3
Halla los afios que tiene. ¥4. Halla los lados.
34 Dentro de 11 afios la edad de Pedro serd la mi- 45 Los lados de un tridngulo rectingulo tienen por

tad del cuadrado de la edad que tenia hace 13
afios. Calcula la edad de Pedro.

medida tres nimeros enteros consecutivos. Halla
dichos nameros.




ACHNT Y SINDI AP E S

a7

48

1 m menos de lado que el primero. Hala los
lados de los cuadrados.

Las medidas de los lados y la diagonal de un
recténgulo son tres nimeros pares consecutivos.
Halla estos elementos.

Problema de las fuentes (Leonardo de Pisa).
Do torres, una de 30 pasos y otra de 40, estén
separadas 50 pasos. Entre las dos torres se en-
cuentra una fuente haca la que descenden dos
péjaros que estén en las almenas de fas torres.
Yendo con igua velocidad legan al mismo tiempo,
iA qué distanca de as torres se encuentia fa
fuente?

Problema del bambi. (Texto indio del siglo i)

Un bamb que mide 30 codos y que se eleva sobre
un terreno plano se fompe en un punto por la
fuerza del viento. Su exremidad toca ¢l suelo 3 16
codos de su pie. A qué alura se ha roto?

Problema del junco. (De un texto indio del si-
gloix)

Un junco enraizado en el fondo de un estangue se
encuentra a 90 c de la orilay su cabeza se eleva
30 cm sobre el ol Ia fuerza del viento se ha
inclinado de modo que su cabeza toca la orila a
120l 830, LGl o 1 el gl o
y1a atura del junco?

51

LQué cundlnAn ha de cumplir una ecuacion de
do grado para que una de sus raices sea
o ronun qemp\n que aclare la respuesta.

La ecuacion 5x' — = 0 no tiene raices
reales. ¢Sabrias explicar por qué sin resolverla?

iTiene soluciones reales una ecuacion de se-
‘gundo grado cuyos coeficientes sean todos igua-
fes? Pon un ejemplo

55

56

57

58

60 Dada la ecuacion x' —

62

46 Un cuadrado tiene 33 m’ mas que otro, y este, 54 El producto de las raices de la ecuacion de se-

qundo grado es el término independente, su-
puesto que el coeficiente de x' es 1. Justifica este
Yesultidn

Si dos nimeros son iguales, sus cuadrados ta
bién lo son; pero si los cuadrados de dos n
meros son iguales, ipuede asequrarse que los
nimeros lo sean? Razona la respuesta con ejem-
plos.

Para resolver una ecuacion de tercer grado (con
los métodos elementales) tienes que encontrar
una de las raices por comprobacién. Si supone-
mos que o raiz es enters, (de quién es divisor?
Pon un gjemplo.

Una ecuacion de tercer grado tiene como tér-
oo dpercnte 5, /0N s dec el
races si as tres son enter:

Preguntada una persona por su edad, contests:
«Sumad 25 al producto del nimero de afos que
tenia hace 5 afos por el de los que tendré den-
tro de 5 afios y os resultara un nimero igual al
cuadrado de la edad que tengo hoy. Halla fa
edad de la persona en el momento actual.

Determina m en [a ecuacién ¥' ~ mx + 4 = 0,
e modo que las dos aices de la ecuacin sean
iguales.
Determina c en la ecuacion 2¢° — 8 + ¢ = 0,
e modo que las dos races de la ecuacion sean
iquales.

(m + 2)x+ 10 = 0, halla
los valores de m para o las dos raices de la
ecuacion se diferencien en des,

Dada la ecuacion x' — 12x + ¢ = 0, halla los
valores de c para que las dos raices de la ecua-
cion se diferencien en 16 unidades.

Dada la ecuacion 121%' + bx ~ 28 = 0, halla
o valoresde b para que s dos s e s
‘ecuacion se diferencien en 1 ur
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El francés Evaristo Galois era un nifio raro. La veiocidad con la que lega un cuerpo
0, al menos, eso decian sus pm'esores Inteligente, original S0 e s ceca Rus el ol ico
con it adaiia v e tetomalions, Perd fe viene dada por una ecuacicn de
‘Ademés de un gran matemético, i prototipo del segundo grado que relaciona el
hombre apasionado y vital del Romanticismo. espacio y la velocidad

A M \L& s no filerviena pam nad.

con sus profesores y se entusiasmaba con Asi que la velocidad con la que

Ios escriores roménticos. Tlegan al suelo una bola de acero y
tudor matemticas, sl que se. . ") una de corcho es fa misma.

prepard para ingresar en i Escuela Poltécnica. Pero Ese problema apasiond a Galileo

0 Consiguid aprobar;

que, segun se cuenta, dejo caer
Golois sigu sus investigaciones por su cuenta

: o i desde la torre inclinada de Plsa dos
ol ke gt G s ot Stts o it peso
cusqier g tera sl e o grands - Bt
porcines s e i
. Mucho tiempo después, cuando se
«No tengo tiempo» § g

pudo realizar el
experimento en
un tubo de vidrio
en el que se
habia hecho

Su st patcpac nla vokotndo
18301 hao acabr en la crcel

£l mismo dia en que sale de: pﬂsmr\ (ene entonces veitiin
afios) sus enemigos o etan en duelo.

Elacopta. Pasa toda a noche recoplando sus teoras

de Galileo
era cierta,

ool s

Jgebra




Sistemas
de ecuaciones

«Si me das una de

n que to. Alicia
e das una moneda, entonces
iCuéntas tiene cada uno?

facilidad este pro-
ntan con frecuencia en la vida

lema y otros muy
corriente,

B



1 Sistemas de ecuaciones lineales. P
Snluclon de un sistema

Un sistema de dos ecuaciones de primer grado con dos incognitas esta
formado por dos cuaciones e s que a ncdgnis representan los mis
mos valores. Los sistemas de ecuaciones se escriben

n

los coeficientes de las incégnitas y los términos independientes son
numeros reales

Una solucion del sistema [1] es un par de nimeros x, y,. tales que
reemplazando x por x, e y por y, se satisfacen a la vez las dos ecuacio-
ne

La ecuacion ax + by = < tiene un nimero indefnido de soluciones; lo
mismo ocurre con la ecuacion a'x + *. i existen soluciones comunes.
a las dos ecuaciones, estas son las soluciones del sistema.

xty=5
Consideramos, por ejemplo, el sistema le e fi
iciones de x +y = Soluciones de 2x — y = 4:
tofd] 10|l
|2 e
ARA
24

Soluciones del sistema:  x = 3;y =
Cuando un sistema tiene solucion se llama compatible; en caso contrario,
incompatible.

Un sistema puede ser incompatible porque las ecuaciones no tengan so-
liones comunes-0 porque alguna de ls eaaciones no tenga solucion,
Por ejemplo, la ecuacién Ox = 7 no tiene solucion; todo sistema en el que

una ecuacion sea de esta forma serd incompatible
Resolver un sistema de ecuaciones es hallar todas sus soluciones.

1 Estudiar las soluciones de los siguientes sistemas:
x+y=12 x+ y=3 2-y
2 —z] "’zxnyss} dley 2

2) Bl sistema es compatible; tiene la solucion x que es nica

16 hoy o> bt vl A wtgs a vez b R

) B stema tiene muchas solucons, Puedes comprobar e cuslaier
solucién de la primera ecuacion verifca (a segunda, y reciprocamente.

) €l sistema es incompatible, aunque existen algunos nimeros, por ejem-

DKL= = Tiaie verifican la primera ecuacion, y otros, por

enol) e 1, 0 i v a egunda o o by Hingin
par de nimeros que verifiqu s dos ecuacions smltineamente

Cada uno de estos animales
marinos susttuye  un ndmero
1 uno al cinco. &l mismo ani-
mal fiene siempre igual valor.
Coda fia es una suma. Averi
gua ¢l valor de cada animal.




2 Sistemas equivalentes I

Los gatos grandes pesan
¥ tombién los

Dos sistemas de ecuaciones lineales son equivalentes cuando tienen las mis-

mas soluciones.

5 evidente que si se cambia el orden de las ecuaciones el sistema resultante

n0 s0lo es equivalente, sino que en esencia es el mismo. Algunas veces es.

atil hacerlo

fasisuienes .egm icieros: algines o esiados permien pear de
in sistema a ivalente. Las comprobaremos en el sistema y las uti-

Tiaremos de psso i fesonein

1. Suma o diferencia de nimeros o expresiones algebraicas

un mismo nimero o una misma expresion algebraica, resulta otro sis-

Si a los dos miembros de una ecuacion de un sistema se le suma o resta
tema equivalente al dado.

X=-6+4y] _ X-4dy=-6
x+2y =8 x+2y=
En la primera ecuacion se le ha restado 4y a los dos miembros,

2. Producto o cociente por un nimero real no nulo

o dividen los dos miembros de una ecuacion de un
8 oy U, Mo nimers dstnto e care; resilta o1ro,sistem
equwalente al dado.

3x=—6+4y| _ 3x—dy=-6| _ 3x—dy=—6

x+2y =8 x+2y= 8 0+ ay =
La sequnda equivalencia de los sistemas se obtiene multiplicando los dos
miembros de la segunda ecuacion por 2

3. Suma o diferencia de ecuaciones

Si a una ecuacion de un sistema se le suma o resta otra ecuacion del
mismo, resulta otro sistema equivalente al dado.

3x 76+4y] - x=dy 75] o 3x—4y

x+2y =8 xt2y= 8 2+ ay=16
Sumando ahora a la primera ecuacién la segunda se obtiene el sistema
equivalente al dado:

x=10] x=2] AW,
x+ay=16] T a+ay=16 ay=12 y=3
(nmpmebs g o sl = 22y =3 verifica los seis sistemas anteriores
nto, son equivalentes. Observa como esta cadena de equiva-
Yencos b leva i soluon G stema i,




4. Reduccién de ecuaciones

Obsenva el siguiente sistema:  x+ 2y= 3
ax+ 6
7+ 8y= 9
S0+ 10y =15

La tercera ecuacion es el doble de Ia segunda menos la primera, y la cuarta,
el quintuple de la primera.

En este caso se dice que tanto la tercera como la cuarta ecuacion son
funcién o dependen de las dos primeras.

i en un sistema de ecuaciones lineales una ecuacion depende de las
restantes, puede suprimirse, y el sistema resultante es equivalente al
dado.

| Aplicando este crterio el sistema anterior es equivalente a
x+2y=3
ax+5y=6

2 Dado el sistema:

3x-2y=zs]
x+5y=10
igualar los coeficientes de fa x.

Basta con multiplicar por 3 la segunda ecuacion:

- =25
3+ 15 =30

w

Dado el sistema:

igualar los coeficientes de la x utiizando un miltiplo comin de los
X it ’

mismos o el le ambos.
mo (salvo el signo) para los coeficientes de la y.

€l minimo comin miltiplo de 6 y 8 es 24. Por tanto, hay que multiplicar
Ia primera ecuacion por 4 y la segunda por 3.
 sistema equivalente que se obtiene es:

En el caso dela y, un miltiplo de 5y 2 es 10. Por tanto, hay que multiplicar
Ia primera por 2 y la segunda por 5:

12x+ 10y = 58

400~ 10y =35

Resuelve el sistema:
6750+ 3249
32498+ 6751

Sumando a la primera ecuacién

la segunde, y restando a la pi-

mera ecuacién la sequnda, se

e

10000x + momyfsnooo)
3502~ 35090 = 3502
Simplificand




Alexis lee un libro que tiene
e menos de 200
plginas. Lo suma de los ires

qundo digito es doble que el
itimo. ¢Cusntas pdginas tiene
el libro de Alexis?

Este método consiste en despejar una de las incognitas de una de las
ecuaciones del sistema y sustituir 13 expresion obtenida en la otra ecuacion.
De esta forma se obtiene una ecuacién de primer grado con una incognita
Veamos a continuacién un ejemplo;

1.2 Se despeja y en la sequnda ecuacién: y = 3x + 11
2 Se sustituye este valor ey en la primera ecuacion:  4x + 3x+ 11 = =3,
-4

3 Se resuelve esta ecuacion:  x = —-, de donde x = ~2

4 5e sustituye este valor de e [a ecuacion en la que hemos despejado
laincognitay: y=3-(-2) + 11 =5,
Por tanto, la solucion es:  x = =2,y = 5

Despeja siempre a incognita que resulte més sencilla y, si existe, aquella

cuyo coeficiente es 1 o —1; de esta forma se evita la aparicion de deno-
minadores,

4 Resolver por sustitucion el sistema:
x+3y l}

-y
Para utilzar el método de sustitucion se procede as:
— Se despeja x en la primera ecuacion: X = 4 — 3y,
— Se sustituye ahora este valor de x en la segunda;
-3y -y=1 =8-6y-y=1
=7=7
=y=1

— Se sustituye y = 1 en la ecuacion despejada x = 4 - 3y:

La solucién del sistema es:  x

5 Resolver por sustitucion el sistema:
ox+5y= 23
—ax+ y=-11
— Se despeia y en la segunda ecuacion: y = ~11 + 4.
— Se sustituye ahora este valor de y en [a primera ecuacion:
6x+5(-11+ 4 =23 = 6x-55+20x=23
= 26x=78

=x=3

— Se sustituye x = 3 en la ecuacion despejada; y = ~11 + dx.
N2 =y

La solucion del sistema es:




Este método consiste en obtener un sistema equivalente sumando o res-
tando ecuaciones de modo que el nuevo sistema tenga en una de las
ecuaciones una incégnita menos. Veamos un ejemplo

x+y=
x-y
A veces hay que multiplicar previamente una o ambas ecuaciones por ni-
meros convenientes para que los coeficientes de la incognita que se desea
eliminar sean iguales en valor absoluto. Veamos un ejemplo:
-9
a4

0

-3 e multipica por 3 la primera  12x +3
11 se multplica por 4 la segunda ~12x + 4

7y =35

axty
3ty

Se suman las dos ecuaciones:

Resuelta esta ecuacion de primer grado, se susttuye el valor de la incognita
abtenida en una cualquiera de las ecuaciones dadas para hallar el valor de
la otra incognita

También se puede volver a aplicar el método e reduccion para eliminar la
otra incégnita.

6 Resolver el sistema:

Se suma a la segunda ecuacién la primera:
3x—¢y=—s’ < X4
=10

Se sustituye ahora x = 2 en la primera ecuaci
6-d4y=-6 =y
La solucidn del sistema es: 3

~

Resolver e sistema:
H-2y= 6 ]
9x+dy =108

Se multiplica la primera ecuacion por 2:
ox-ay= 12
9+ 4y = 108

Se suma a primera ecuacon  fa segund

ox—dy= 12] _ &x-d4y=12
15x=120 x=8
Se sustituye x = 8 en la primera ecuacién:
4-2=6y=9
L3 solucion del sistema es: x = 8,y = 9.

A veces, el vino que se vende
en el merc

3,50 euroslro. ¢Podrias ayu-
dare a resolver este problema
indicando el nimero de

Litros del primer vino: x.
Litros del Segundo vino: y.
Expresando los euros en cént-
mos se obtiene e sistema:
x+y=1000
3355+ 3751 = 1000350,
Resuélvelo.







ACTIVID

A DE S

£} Escrbe ccacones que refien s reacones s
guien

a) La suma de dos numeros es 10.

b) La diferencia de dos numeros es 10.

) El producto de dos nimeros es 24.

d) La raz6n de dos nimeros s 10.

4 g de ks chmtdes o dos nimeros

) La ama de los cuadrados de dos nimeros es

9 it exse o i
1) €l doble e la suma de dos nimeros es 10

N

Resuelve los siguientes sistemas sumando o res-
tando ecuaciones:
9 X+ty='5
a+2y=14
-25
75

x-3y
2x- 3y

@

3 Resuelve los siguientes sistemas por susttucion
despejando la incégnita cuyo coeficiente es 1:
x-2y

9 xasy

x+ y= 9
”zar;y:—o:]

4 Resuelve los siguientes sistemas:

2+3y=19

3 53

~

11

Resuelve el sistema:

6750 + 3249y = 26751
3249% + 6751y = 23249
(Adiracién: piensa antes de hacer muchas opera-

ciones).

Halla dos nimeros cuya suma es 14 y su dife-
rencia 8.

La suma de dos nimeros es igual a 39 y su di-
ferencia es 1. Halla los nimeros.

Halla dos nimeros sabiendo que su suma es
igual a 666 y que uno de ellos es 376 unidades
mayor que ¢l otro,

los valores de x e y para que los si-
gmems triangulos sean eqmlmms

x4

Se sabe que el 4ngulo C tiene 36" més que el
ngulo B. Halla los valores de x

Encuentra los valores de X e y para que sean
isdsceles los siguientes triangulos:




A C T ViI'D A"D E'S

21 &l cociente de una division es 3 y el resto 5. Si

el o daminuye e dos unidades, el cociente

nta en una unidad y el resto nuevo es 1

13 Encuentra los valores de x e y en los siguientes Pl o G o
recténgulos:

22 ¢l dividendo de una division es 1081, el cociente

o gy ]
el resto son iguales y el divisor es el doble del
codente. Halla el divisor
17scey ",
x|:'s\v— 2 23 Divide 473 en dos partes de modo que al dividir
E] la mayor por la menor se obtenga 7 de cociente
) ¥9 de resto

14 Un hotel tiene habitaciones dobles y sencilas. 54
Dispone en total de 50 habitaciones y 87 camas.
Cusntas habitaciones tiene de cada tipo?

La suma de las dos cifras de un niimero es 8. Si
al nimero se le afiade 18, el numero resultante
estd formado por las mismas cifras en orden in-
verso, Halla e nimero primitivo

15 Un et vnde 84 R o pecs
euros, y olros, a 3,60 euos, 25yl yn nimero de dos cifas i

igual al trple del

ft‘“"'““": ."; la ol 21050 aos Laudntos producto de ellas, sabiendo que la diferencia en-

WG NEndi. de. cate: cse: tre las cifras de las unidades y las decenas es 4.

16 En un coral hay coneiosy galnas, que hacen 26 Dos hermanos fueron  pescr Al lma\ el da
total de 61 cabezas y 196 patas. Halla el ni- uno dijo: «Si td me das uno de

et d cono y 6 galns e o o e e, B e

pondic: i i me das uno de tus peces, yo ten-

dé o mimo nimero de pecs et

el ;
17 Varios amigos estan jugando a los chinos con LCuétos peces tenian coda uno?

menetssde 5y 15 chinos. A s s nanos
monedas con un valor de 140 cénti-

o Dt hay de cada clase? 27 Un jurado esté compuesto por hombres y mu-
jeres. £l nimero de mujeres es igual al doble de
hombres menos 4. Con dos mujeres menos el
,urado tendiia el mismo nimero de hombres
de mujeres. (Cuantos hombres y mujeres
habna en el jurado?

18 Una persons cambiamonedas de o por

onedas de 5 céntimos sin ganar i perder en
of camblc, euedando Gispuks de\ mismo con 60
el

monedas menos. Halla e tene.
4 28 En una fiesta juvenil hay chicas y chicos. Quince
19 La diferencia de dos nimeros es <. EI triple del chicas abandonan la fiesta, quedando 2 chicos
G por cada chica. Entonces 45 chicos se van y que-
oot mergs el doble del menor es 1. Halla di- dan 5 chicas por cada chico. {Cuntas chicas ha-
chos nimeros. bia inicialmente en el grupo?

20 Dos numem suman 51. Si al primero o dividi- 29 La edad de una persona es doble de la de otra.

mos entre 3 y al segundo entre 6, los cocientes Hace 7 afos la suma de las edades era igual &

s m(evenmn en 1. Halla el valor de dichos nd- la edad actual de la primera. Halla los edades de
personas.

las
1 ml




ACTIVIDADES

30 Halla las edades e cosfomonis abend e
hace 10 arios |a edad de a primera era 4
la edad de la segn e, y donto de 20 ahos
cdad de a primera s Ko f doble

Hace 18 aios la edad de una persona era el do-
ble de la de otra; dentro de 9 anos, en edad, a

imera serd solamente los ;

pri de la segunda. Ha-
T arbas edades

Las tres cuartas partes de la edad de Susana ex-
e n 15 a1 de Do e d o o

dad de Susana era el doble de la de David. Ha-
la la edad de cada uno.

Un padre die:a su hijo: eHoy turedad e 1 e

a mia, y hace 7 afos no era més que m Halla
las dos edades.

Hace 1 afio la edad de un padre era 3 veces
mayor que la del hio, pero dentro de 13 afos
no tendra mas que el doble. Halla las edades del
padre y del hijo.

Hace 5 afios la edad de una persona era el trple
de la de otra, y dentro de 5 aos serd el doble.
Hala las edades de cada una de las personas.

Calcula las dimensiones de un recténgulo cuyo

perimetro mide 80 m y la altura es 5 de la base.

Dos obreros hacen un trabajo en 3 horas. Uno
de ello Io haria sélo en 4 horas. Halla el tiempo
que tardaria el otro solo.

Se desea mezclar vino de 5,50 euros/litro con
otro de 4 eurosfitro de modo que la mezcla re-
sulte a 4,50 euros el litro. Cudntos fitros de
cada dlase deben mezclarse para obtener 300 li-
tros de la mezd

39

40

43

44

45

46

4

S

49

Por la mezcla de 8 kg de café con 2 kg de to-

cada dase la mezcla costaria 1,82 euros

Se quiere obtener un lingote de oro de 1 kg de
pesayle de 00 s, furcndo oo de
975 milésimas y oro milesimas. (Qué
cantidad hay que fundir de ey

Las densidades de dos liquidos, en gricm’, son
0,7y 1.3 Se mezclan para obtener un liquido de
densidad 09. Halla la cantidad de liquido que
hay que tomar de cada clase para formar una
mezcla de 30 litros.

La diagonal de un rectingulo mide 26 cm, y el
perimetro, 68 cm. Halla los lados del recténgulo.

Calcula las dimensiones de un recténgulo cuya
diagonal mide 75 m, sabiendo que es semejante
a otro rectdngulo cuyos lados miden 36 m y 48
metros, respectivamente.

Calcula las dimensiones de un rectangulo co-
nociendo su diagonal, 17 m, y su superfc
120 v,

Halla dos nimeros cuya suma es 14, y la de sus
cuadrados, 100,

Halla dos nimeros cuyo producto es 12 y tales
que fa suma de sus cuadrados es 25

Halla dos numeros cuya suma es 18, y la de sus
9

inversos, 2o

Un peatén recorre 22 km en 5 horas, pero los

10 primeros kilémetros va a una velocidad su-

perior en 1 kmh a la del resto. Calcula la velo-

cidad que llevo en el recorrido.

De los tres cafios que afluyen a un estanque,
uno puede llenarlo solo en 36 horas; otro, en 30
horas, y el tercero, en 20 horas. Halla el tiempo
que tardarén en llenarlo juntos.

=



ANCET S VAN DIWARD SERS

el problema, épuede afirmarse que no t
conejos i todas son gallinas? ¢Por qué?

57 Un examen consta de 25 preguntas. Las pregun-
tas contestadas correctamente son puntuadas
con un 5, las preguntas contestadas eménes-
mente con ~4 puntos y por cada ta no

50 Los nimeros 2 y 3 son soluciones del sistema: el il Ay sl
N+3y=13 diante saca 64 puntos. {Cudntas respuestas fue-
S fon correctas, ermoneas y
s corecta esta forma de expresa I solucion Y
orna?, 58 La razon de dos nimeros es 7. Si se suman 10
unidades a cada uno de ellos Ia razon de los
51 wamru sin resolverlo, si el sistema x + 2y = 4, 12 o5 ni
R ot s o nuevos ndmeros s 1. Hlla o nimers,
5251 un sistema de ecuaciones inals tene s 59 L35 edades de tresnifos sumadas dos 3 dos dan
o . ecuaciones, (65 ecusmaments 68 12, respectnamente. Hala las edades.
compatible? Razona la fespuesta con un ejem-
,,.,,w e #™ 60 Una madre y sus dos hijos tienen en conjunto
60 anos. Hall la edad de cada uno sabiendo
que el hijo mayor tiene 3 veces la edad del me-
53 Un sistema de dos ecuaciones lineales con dos o, y que a madre tene ¢l doble de la suma
incognitas, ¢puede tener oxactamene dos solu- de las edades de los ijs.
ones? S la respuesta s afirmativa,da un eem.-
ployen caso contrario, azona por quéno. 61 Halla s edades de un abuel, un padre y un
i sabindo que e s actaidd o el
abuelo es doble de a edad dl pade, la de éste
e o
Ty e e ok s
mera son proporcionales 3 os correspondientes
de la sequnda. {Como es el sistema? Razoma 12 G2 aly un numero de res cifas ivsble
por 11,
L e tal que a suma de sus cifas sea 10, y a dife
renca entre dicho nGmero y ¢f que resuta in-
55 En un corral hay conejos y gallinas, que hacen Weriigodo el e de e HtaS se01251
un total de 80 cabezas y 204 patas. Sin resolver
arse que no todosson 63 Al exrae a aiz cuadrada de un nimero se ob-

56 Si se inverten los dos digitos de la edad de Co-
iene un némero que es

mente una unidad menor que la mitad de la

d de Covadonga. ¢Cusntos afos tiene Co-

vadon

tiene de resto 2. Si al numero se le suman 27
unidades, la raiz cuadrada de la suma auments
en una unidad y el resto es 6. Halla dicho ni-
mero.

En una proporcién, el producto de los medios
vale 96 y su suma 20. Halla los cuatro términos;
de la proporcion sabiendo que los extremos de
la misma suman 35,

En una proporcién continua (los términos e
dios son iguales) ¢l término medio vale 8. Sa-

e la suma de los 4 términos es 50.
esciibe la proporcion
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MATEMATICAS

EL TIMO DE LA CORONA

Hieron, el rey de Siracusa, encargd a u joyero que le
hicera una corona de oro, Para
elole dio 7465 gramos de
ese metal precioso. Pero

artesano plata mezclada
entre el oro para ganar asi

necesidad de romper
corona?

Le encargd el asuntoa
su amigo Arquimedes, Este habia

de agua hasta el borde, el iuido
que se derama tiene el mismo
volumen que el cuer

sumergido, Partiendo de ese

descubrimiento, que se le ocuri FIEAH
un dia l entrar en l baiera i

y que se conoce como el y/ -]
* principio de Arquimedes’ v/

o con una forma de
solucionar el engma de la

rona

E1ya sabia que al sumergirun klo de oro se deramaban 52 o de agua. y

que al meter uno de plata, 95 crm. Dicho de otra forma, la densidad del oro es.

1000/52=19,23 g/c?, y la de fa plota, 1000/95= 10,52 /o

(Con esos datos y un par de célculos l basts para decie al rey: “Majestad, el
[ fa corona”

4Cémolohizo?

F'NJ_ £ TEM)'\“CBS
| ECUACIONES FARAONICAS i
L O UELO

Parece ser que alos egipoios de los tiempos
de los faraones (hace unos 4000 aflos) yales |
interesaban los problemas de ecuaciones. |
En aquella época o existia el pape, asi que
para dejar constancia de sus ideas por escrto
usaban una especie de hos formadas por
finas tiros de una planta lamada papio.
Enel“popiro de Baln®, que se cree que fue
escito 2000 ahos antes de Cristo, aparecen |
mas que parecen implcar sistemas de
ecuaciones o inedles

o e



Proporcionalidad
directa e inversa

B



1
‘ 1 r‘mpurclmtslald:d c:lrem. el

# Relaciones proporcionales

Para hacer 30 fitros de fimonada usamos 10 kg de limones.
Para hacer 60 litros (el doble) usamos 20 kg (¢l doble).
Para hacer 90 litros (el triple), usamos.

Formamos la tabla siguiente:

Umonada (o) | 30 | 60 | % |
Limones (kilogramos) ‘

30
De la relacion 5

Esta s una relacion entre magnitudes proporcionales

D3 sededuce L=30kg

Dos magnitudes son directamente proporcionales cuando el cociente o
razon de las cantidades correspondientes es constante, Este cociente se
llama constante de proporcionalidad, k.

a

 Relaciones no proporcionales

it e 051 30y S e 0 sl e 1260
afios (el doble), el hijo tendra 40 afos (no es el dobl

Esta es una relacion entre magnitudes no pmpm(mna\es

1 Luis y Carlos llegan a Miami. Luis cambia 5000 euros y le dan 2500
dlares. A Calo e dan 9000 dalares. LCuintos euros cambio Carlos?
2Cual es el cambio euro-dol

Formamos una tabla

Buscamos a constante de proporcionalidad:
1= 05:2%% ~ 05 o 5 - 18000 ewos
51D es ol nimero de délares y o de euros:

2= 05 de donde £~ 20

e
En una proporcidn conacemos
4, B, Cy queremos hallor X:

A€ R
5= gomg =k
c c
5= KiluegoXx = ¢

o oL

La regla de tes,
En uno proporcidn conocemos
4.8, Cy queremos hallar X:

A= 8] axes.c
Asi: X Bag

Los productos cruzados.
£ una proporcidn conocemos
A, B, Cy queremos hallar X:

A_C
BegmAx=peC




2 Porcentajes B
y proporcionalidad

por ientoy. Veamos algunos ejemplos:
Si un jugador lanza 10 veces a canasta y encesta 4, ¢cual es el porcentaje
de encestes?

(L E iyl
De 100 lanzamientos encestaria 40, es el 40 %, o un porcentaje del 40 %.
Un titular de prensa dice: «Tres de cada cinco esparioles no beben aicohols,
¢Qué porcentaje de esparioles no beben alcohol?
| Formamos una tabla:

| La proporcionalidad directa se expresa a menudo en porcentajes o «tantos

100_10_1
Espafoles preguntados L
| | No beben alcohol 50 % “_‘9

Lo leeriamos asi:

E 60 por 100 de los espaiioles no bebe alcohol; 0 6 de cada 10 espafioles.
0 bebe alcohol; o, el 0.6 por 1 de los esparioles no bebe alcohol.

s importante recordar que:

El tanto por 1 se obtiene expresando la razén en forma decimal.
£l tanto por 100 se obtiene multiplicando por 100 el tanto por 1.
De una cantidad A se quiere calcular su 20 %; supongamos que esta can-
tidad sea P, entonces
0 ¢ . 20
20 =1 o
709 = & deaaui20-A=100-p J09= A" 020

Para calcular ¢l 20 % de una cantidad basta multiplicar dicha cantidad
por 0,20. Andlogamente se calculan otros porcentajes.

2. unos andli de7 2%

Pt mkrmnx. se emplea una dosis de vitamina A como tra-
tamiento en 2 de cada 3 animales. (Cuantas dosis de vitamina A se
esitan?

Animales enfermos: 7200 - 0,24 = 1728
Para el tratamiento, planteamos la siguiente proporcion:
2

5= 775 19090 x = 1152 necesitariamos 1152 dosis de viamina A.




I Rl

T
| 5 dos magritudes x e y son proporcionale, se cumple” = k. oy =k x

‘ (k es la constante de proporcionalidad). Entonces en una tabla:

[ Mognituax |5 b c |

Magaitudy s =k 3 bekob|c=k e |

Asi tendremos;
d=keab=kobic=kog

¥ la suma:

d4b 4+ =k atkobrkoctL=k @tbrcr.)
de donde:

FRHC
arbrct |

Veamos un ejemplo
Un puente ha costado 3 150000 euros, y fo deben pagar tres ayuntamien-
tos proporcionalmente a su numero dé habitantes, que son 800, 625 y |
575. Cudnto pagard cada uno? |
Si k es la constante de proporcionalidad:
€l 1. pagard 800
€1 2. pagard 625 - k | Luego: 800 - k + 625 k + 575 - k = 3150000

| &1 3 pagara 575 - k

| Asi: 2000 k = 3150000 = k = 1575 euros
De modo que:

| — €l primer ayuntamiento paga: 800 1575 = 1260000 evros

i — El sequndo ayuntamiento paga: 625 ¢ 1575 = 984 375 euros.

| — Bl tercer ayuntamiento paga: 575 - 1575 = 905625 euros.

| 2 proporcionalidad se puee utizar ambién e varios campos; en fsica
para estudiar movimientos uniformes; en geografia, con escalas de mapas;
en sociologia, para medir opinion.

3 Una finca ocupa en un plano, con escala 1:50 000, una extension de
30 dm”. Se ha comprado por 1,8 millones de euros. ZA qué precio s
ha pagado el

metro cuadrado?
pora hallal su superfice real, planteamos una proporcion:

30 3050000 X 3

m—;,xk T = 1500000 d = 15,000 o

Para calcular el precio del metro cuadrado, planteamos otra proporcién:
15000 1 _ 1800000
Tg00 ~ 120 ewros el metro cuadado

Los porcentajes son muy dtiles
ara comparar.

s dos méquinas tro

1
: 2 < 005, que es el tanto

& 2o = 005, que es

por uno, luego hay 5 % de de-

fectuosos.

8 0o = oo, que es, andl-

gamente. el 4 % de defectuo-

505, luego trabaja mejor la md:
ina B.

E1 VA s un impuesto que au:
menta el precio de las cosas.
Si uno blusa vele 60 euros y
tiene odemds un 16 % de VA,
tendremos:
WA = 60 016 m
BLUSA + VA =

o, pero et dvec-
BLUSA + VA = 60« 116 =
= 6960

|
ina A fobrica 260 tor
|




Sia una cantidad C se le oplica
un descuento del r%, el precio

inal sert;

Sia una cantidad C se le aplica

A pre-

Recordemos el calculo de porcentajes
Un televisor cuesta 450 €. En rebajas hacen un descuento del 10 %, cudl
serd el precio del televisor?
Un descuento del 10 % quiere decir que de cada 100 € descuentan 10,

0

Por tanto, en 450 € descontardn =a5¢

y ol precio a pagar serd: 450 — 45 = 405 €
De ot mod, ol preco  pegar . 450 (1 ~ 010 = 450090 = 405
es deci, el precio inicial, 450, por el tanto por uno, 0,9

Un ordenador cuesta 900 €, mds un 16 % de IVA zCua/ es su precio final?
En este caso debemos afadi por cada 100 € un impuesto de 16 €.

Por tanto, 900 -~ = 144 €

700
A 900 ¢ tndramos que el vaor & WA que s fgual a 144 €y
precio a pagar serd
De otro modo, el precio a pagav es: guu O D18~ i g il
el precio inicial, 900, por el tanto por uno, 1,1
Ei precio de una biciclets es 150 € n reba,ax hacen un descuento del
25% luego, como siempre, hay que pagar el 16 % de IVA. ¢Cudnto habrd.
que pagar?
Precio con descuento: 150 - (1 - 0,25) = 150 - 0,75 = nzsu €
Anadiendo el impuesto: 1125+ (1 + 0,16) = 1125 30,50 €
Por tanto, el precio final de la bicicleta serd el precio mmaL 150, por el
tanto por uno de descuento, 0,75, y por el tanto por uno de subida, 1,16,

Para calcular dos o mas porcentajes encadenados sobre una misma can-
tidad se pasan a tantos por 1 y se aplican sucesivamente.

4 Los productos de cierta empresa subieron un 10 % en 1999 y un 12 %
en 2000, y bajaron un 4 % en 2001. Cual fue el porcentaje de variacion
os precios en esos tres anos?
Tomamos 100 como valor inicial para calcular los porcentajes.
Valor final de 100 euros: 100 - 1,10 1,12 - 0,96 = 118272
Por tanto, ha habido una variacién positiva del 18,272 %.

w

siienin}10 Ao Al e s 11 256 i
1as subio u finalmente, volvid a bajarlas un 25 %. {Cudl es el
porcentaje e viadu pveao de las zapatllas?

Tomamos 100 i valor nicial de las zapatilas para calcular la variacién.
de los porcenta)

Valor final de mn euros: 100+ 0,75 1,50 - 075 = 84375

Variacion respecto a los 100 euros iniciles: 84,375 ~ 100 = ~15,625
Porcentaje de variacion: ~15,625%

T2




1
Interés simple

Alberto, navegando por Internet, ha entrado en la direccion de un banco
en la red que anuncia un incremento del 6 % por el capital que se ingrese.
y se mantenga durante un ario. Si Alberto ingresa 400 € el 1 de enero de
2002, ¢cudntos euros recibe el 1 de enero de 20037
€l capital inicial es: 400 €
3

Bl interés producido al 6 % es: 400 - -

interés producido al 6 % es: o
€l capital final el 1 de enero de 2003 es: 400 + 24 = 424 €
Durante cada ano ese capital ingresado produce 24 €; s lo tuviera ingre-
sado 3 anos, Lcudnto dinero recibira el 1 de enero de 20057
Cada afo recibe: 24 € de interés.
£n 3 afios recibird: 3 - 24 € de interés.
¥ el capital final serd: 400 +3 - 24 = 472 €
Se observa que el interés es una magnitud que depende del capita incia,
el tanto por ciento y el tiemy
Supongamos que se ingr i antl il de c euros al %, durante
§ 2hcs Lt Itereues pfodci af fnal g pe

u1e

Como 1 euro produce en 1 afio ﬁeums

¢ euros producen en 1 afio ﬁ euros

 euros producen en t afos

St euros

700 S
Asi pues el intrés producido a final del perodo serd i = =
A este interés se llama interés simple

Interés simple es el beneficio que produce un capital fijo durante un
tiempo determinado.

El interés simple que produce un capital c, colocado al r% durante
afos, es:

En la expresion del interés simple i = © wn SOt espeaciryt
100 100§
=0 =20
ot G

Se ingresan 1250 € a 65 % durante 5 afos.
2) Qué interés simple se obtiene al final del periodo?
b) £Cusl es el caital final?
)io 120655
i 100

= 40625 €

b) ¢ = 1250 + 406,25 = 1656.25 €

£l interés simple es el benef
clo que produce un capital fjo
durante un tiempo determino:
do.

En lo prictca se usa otro tipo

de_interés que se denoming

compuesto y que se estudio en
s,

/ be-
nefico que produce un capital
Junto con sus intereses que se
riaden a dicho capital ol final

para_produci nuevos benefi
cios durante el periodo que se
fe.

— =8

lugar de colocar un co

cameril se supoe que tene
360 dias,
| il

100 360




6 Proporcionalidad inversa. e
Constante de proporcionalidad inversa

Se reparte un premio de quinielas por valor de 7.2 milones. Si hay un
Gnico acertante, le tocan 7,2 millones; si hay dos (el doble), les tocan 3,6
millones (la mitad) a cada uno; si hay tres (el triple, fes tocan 2,4 millones
(a tercera parte) a cada uno; si hay cuatro, les tocan.

N e seerantes 3
[[Frerso en iones |«

Observa que:

1:72=2:36=3-24=4x= se deduce x 1,8 millones.

sta es una relacién entre magnitudes inversamente proporcionales

008 ERieR 5 T 1 ropicinale chanc B
de las cantidades Este
constante de proporcionalidad inversa.

at=bibi= oo ==k

8 si6 pmlwes necesitan 54 dias para pintar un edificio, ien cunto
tarian 18 pintores?

Buscamos la constante: 6 - 54 = 324
18 pintores tardan x dias: 18 - x = 324, luego x = 18 dias.

©

Una fabrica de bombones necesita, para envasar su produccion diaria
<on cajas de % kg, 3600 cajas. {Cusntas cajas necesitard si quiere que

sean ae} kg? &Y si quiere que sean de 300 g?
Buscamos la constante: 3600 - % = 1800

Para cajas de; kg X~ = 1800, luego x = 7200 cajas.

1
4
y-0;

Si son cajas de 300 g: = 1800, luego y = 6000 cajas.

10 Para abonar un ﬁmpo se han n«em:do 42 m kg de un cierto abo-

de otro abono qne contenga 36 % “ nmogewo para que el (ampn
reciba la misma cantidad de nitrogeno?

Buscamos la constante: 42300 - 25 = 1057500

Para el abono al 36 %: X - 36 = 1057500, luegox = 29375 kg,




7 Repartos proporcionales i
inversos.

s dns  magnitudes x e y son inversamente. proporcionales, se cumple

= Kk consante de proporcionaldad. Pero se cumpe también
x: 1 =k es decir, si x e y son inversamenteproporcionales, x y
son directamente proporcionales. Asi que hacer un reparto inversament
proporcional a M, N, P es hacer un reparto directamente proporcional a
[
M p los inversos). Veamos un ejemplo
Se reparte una gratificacion de 1080 euros entre fos pastores de una ga-
naderia, en partes inversamente proporcionales a las ovejas que han per
9l B pimer pastr el sl e vl o el ped res e
¥ el tercero seis ovejas, {Cudnto le toce
Si ks la constante de pmpnmanzhdad

1
Al primer pastor e corresponderd: 7 - k
3

Al segundo pastor le corresponders: ; Kb Luego: k + ‘g‘ +E- om0

1
Al tercer pastor le corresponders: ¢ - k

Asi %‘ 1080, luego k = 720

Entonces
Al primer pastor le corresponden: 1 - 720 = 720 euros.

1
Al segundo pastor le corresponden: 3 - 720 = 240 euros.

1
Al tercer pastor le corresponden: 2 - 720 = 120 euros.

1 herencia de

ijos, dando pmpmmlm«.m més dinero a los que menos tienen.

| mayor tiene 20000, el mediano tiene 40000 y el menor tiene
5000, LCubn e toca  cods une?
11

1
- Esun reparto inverso a 2, 4y luego dircto a3

Siesk Ia constante de proporcionalidad:

+ 2= 330000 1 - 330000k = 120000

ntoces:
Al mayor e cortesponden: 1 120000 = 60000 uros,

Al mediano le corresponden: - - 120000 = 30000 euros.

Al pequefio le corresponden: 2 - 120000 = 240000 euros.

Es proporcionalidad inversa si
a doble cantidod de

nitud coresponde fa mitad de
cantidod de la otra magnitud,
al trple e corresponde un ter




| 1
8 Proporcionalidad compuesta

DOBLE — DOBLE
TRIPLE = TRIPLE
proporcionalidad directe.
DOBLE > MITAD

TRIPLE > TERCERA PARTE
Proporcionalidad inversa.

 Proporcionalidad compuesta directa
Un hotel cobra a 4 personas por 5 dias de a/o/amrenlu 1200 euros. ¢Cudn-
to cobraré a 6 personas por 10 dias de alojamiento?

4 personas en 5 dias pagan 1200 euros

|

RSP —
6 personas en 1 dia pagarén 60 + 6 = 360 euros.

6 personas en 10 dias pagaran 360 - 10 = 3600 euros.
Por lo que el hotel les cobrara: 3600 euros.

< Proporcionalidad compuesta inversa
Para realzar una auditoria a una empresa se han necesitado 6 economistas
trabajando 12 horas diarias durante 5 dias. ¢Cudntos dias necesitardn 10
economistas trabajando 6 horas diarias para hacer una auditoria a una em-
presa iqual?

6 economistas trabajando 12 horas necesitan 5 dias.

1 economista trabajando 12 horas necesita 5 - 6 = 30 dias.

1 economista trabajando 1 hora necesita 30 < 12 = 360 dias.

10 economistas trabajando 1 hora necesiardn 2o

To = 3 das.

36 _
10 economistas trabajando 6 horas necesitaran > = 6 dias

6

Luego la auditoria se realizaria en 6 dias

@ ionalidad compuesta dir

Un peregrino, caminando 10 horas diarias durante 24 dias, recorre 720 k.
¢Cudntos dlias necesitard para recorrer 432 km, caminando 8 horas diarias?
720 km, caminando 10 horas, los hace en 24 dias,

1 km, caminando 10 horas, lo hace en % = To"“ dia.

1

432 km, caminando 1 hora, los hace en 432 - 3 = 144 dias.
144

432 km, caminando 8 horas, los hace en —¢-~ = 18 dias

Con lo que necesitar 18 dias para hacer el recorrido.




RESOLUCION DE PROBLEMAS

Pararesolver un problema...
*+ Leer y comprender el enundiado.
+ Pensar una estrategia. {Qué hacer?
+ Ejecutar la estrategia
+ Comprobar el resultado.

Un jugador de baloncesto ha obtenido en sus lanzamientos de dos pun-
tos un porcentaje de acierto del 80 %. (Cudl sera el minimo nimero
de lanzamientos que debe hacer para obtener ese porcentaje?

PROBLEMA

canasta 1,2 veces) y se estima que debe ser menor que 100, ya que es

 Se entiende que nos piden un nimero natural (no se puede lanzar aI
muy difc anzar 100 veces en un partco,

LEER Y COMPRENDER
EL ENUNCIADO,

« Se intenta simplificar el problema; se busca una relacion de numermque[
dé el 80%

LA ESTRATEGIA,,

CH
# Con una relacion del 80 % = ., habria hecho 100 lanzamientos y 80 | |

canastas. 8
iSe puede simpliicar manteniendo la proporcion y, consecuentemente,
el porcentaje? Veamos que i
O, 40 20
100750 25
Es decir, anza 50 veces y encesta 40, lanza 25 con 20 canastas, etc
A, el nimero minimo de lanzamientos se obtendria cuando la fraccion
del'80 % sea ireducble |
20 _M 20 %
100750255
de donde lanza 5 veces y encesta 4.

EJECUTAR
LA ESTRATEGIA |

#5Si lanza 5 tiros y obtiene 4 canastas, se obtiene el tanto por uno
1

0.8 (0.8 por 1), que al multiplicar por 100 da el 80 %, y ademés

5
es fraccion ieducible (no se puede simplificar mas), lo que comprueba
la estratega.

ComPROBAR
EL RESULTADO |

w7




ACTIV

D ADES

'EJERCICIOS PARA ENTRENARSE

1 La constante de proporcionalidad directa entre
dos nimeros es 0,75. | mayor es 20. Calcula el
menor.

N

La constante de proporcionalidad entre dos ni-
meros es 1,25. El mayor es 45, Calcula el menor.

Se sabe que los dos quinceavos de la remolacha
se convierten en azucar. Cuanta remolacha hay
que adaquirir para obtener 2376 kg de azcar?

Iy

Calcula e tanto por ciento de alcohol en una
mezcla de 3 litros de alcohol y 5 litros de agua.

Luis hace limonada con 12 litros de agua y
8 litros de 2umo de fimon. Cudl es el porcentaje
de 2umo de limon que hay en a limonada?

En una granja, la peste porcina mata al 18 %
de los cerdos, quedando 164. iCudntos han
uerto?

£l agua de un deposito se extrae en 200 veces
con un bidén de 15 litros. Calcula en cuantas
veces se extraeria con un bidon de 25 fitros,

Realizamos un trabajo en 2 meses y somos 12
personas. Necesitamos hacerlo en solo 18 dias
iCudntas personas debemos contratar?

©

Tres nifios comen un pastel en 16 minutos, (En
cuanto tiempo lo comerian cuatro nifos?

Una ganadera tiene pienso para alimentar 320
vacas durante 45 dias. Pero debe darles de co-
mer 60 dias. Vende las que no puede alimentar
iCudntas vacas vende?

1

=

Reparte 4475 proporcionalmente a 5, 7 y 13.

12

Reparte 7875 en partes inversamente proporcio-
nales a3, 5y

Fr

13 En un anuncio de rebajas, ves:
Pijlamas: Antes 15,75, ahora 11,95.
Zapatos: Antes 39,90, ahora 29,95.
Se quiere saber:

rebajados estos articulos proporcional-

b) Si o es asi, ccudl lo esta mas?

PROBLEMAS PARA APLICAR

14 Un recién nacido aumenta en el primer mes la
cuarta parte de su peso y en el segundo mes gana
las dos terceras partes del aumento del primero.
Al fin del sequndo mes pesa 5 kg y 100 g |
{Cuénto peso al nacer?

Un cultivo de bacterias de un laboratorio tiene |
120000 bacterias y adquiere una enfermedad |
que produce la muerte del 16 % de la poblacion
Tratadas las bacterias superviientes con un pro-
ducto muy eficaz se consigue aumentar la po-
blacién en un 14 %, {Cuantas bacterias forman
la poblacién finalmente?

15

Se compra un coche de 36 000 euros, pagando
os & al contado y el esto con un aumento del

18% en mensualidades durante dos  afios
iCuanto corresponde pagar cada mes?

s ganaiecs alqmlﬂn un eren paa st de

s dos manadas 00 euros. La manada,
e primero s componen 40 vacas, 1 ool 64
qundo, 300 ovejas. ¢Cuanto ha de pagar cada
uno si una vaca come como 10 ovejas?

Los ingredientes de una receta de galletas son:
1 vaso de mantequilla; 3 huevos; 1,5 vaso de
aziicar; 2 vasos de harina. Solo tenemos 2 hue- |
Vos. {C8mo debemos modificar los restantes in-
gredientes de a receta para poder hacer ga-
fletas?



ACTI1IVI

D

A DES

19

La produccion de cebollas y zanahorias en Es-
)afa esté en una relacion de 8 a 5. Si la pro-
ducdn de ceholas diminge o un m.. 2
de zanahorias aumenta en un 21

Ioion qued o produccon? prea b puatia
en numeros enteros.)

Dos lefadores aceptan cortar madera por
1500 euros. Uno, con tres ayudantes, trabajo 5
dias; el otro, con & ayudantes, trabajo 6 dias.
Qué dinero debe recibir cada Ienadur

Entre tres pintores han pintado una casa y han
el 1 e s bl 15
dias; el sequndo, 12 dias, y 10, 25 dias.
iCudnto dinero tiene que i i

Mari, Paloma y Sara han cobrado por un tra-
bajo 344 euros. Maria ha trabajado 7 horas; Pa-
foma, 5 horas, y Sara, 4 horas. (Qué le corres-
ponde cobrar a (ada una, proporcionalmente a
su trabajo?

En el insttuto hay en tercero de £50 210 alum-
n0s y se espera que pasen a cuarto de ESO 170.
También hay 160 alumnos en primero de Bachi-
lerato y se espera que pasen a segundo de Ba-
chillrato 130. ZEn qué curso, tercero o primero,
se espera un mejor resultado?

Una excursion tiene una relacion chicos-chicas
de 5 a 3. Se afiaden 3 chicos mas y la relacion
pasa a ser 2 a 1. iCudntas personas hay en la
excursion?

Has comprado una impresora que cuesta 359
euros, pero como tienes que pagar el IVA, al fi-
nal pagas 416,44 euros. {Qué tanto por ciento
de IVA has pagado?

En una prueba ciclsta se reparten 16 650 euros
entre los tres primeros corredores, de modo in-
e plopoconl al tiempo que han tar-
dado en llegar. EI primero tarda 12 minutos; el
segundo, 15 it y el tercero, 18 minutos.
iCudnto le comesponde a cada uno?

27

31

34

Un padre reparte un premio de loteria de
9300 euros en proporcién inversa a las edades
de sus hijos, que son 6, 8, 12 y 18 arios. Halla
lo que corresponde a cada hijo.

Un empresario reparte una paga de beneficios
e 990 euros entre sus tres empleados,
inversamente proporcional a los dias que falta-
ron en el aro. €l empleado A falts 3 dias; el B,
4 dias, y el C, 6 dias. Cudnto le corresponde a
cada uno?

3

Se repei it N én s erente
proporcionales a 4, 5 parte correspon-
eme 3 4 & 500" CQu Is comesponde 4 105
otros dos nimeros y qué nimero es N?

Un capital de 7250 € se ingresa a un interés
simple del 5,25 % durante un periodo de 3 afos.

3) ¢Qué inereses se obrienen al final del periodo?
b) {Cudl es el capital final?

Un giifo abierto 9 horas durante 8 dias ha arro-
jado 5400 litros. Cusntos litros arrojard du-
rante 18 dias a 8 horas diarias?

Una persona leyendo 4 horas diaias, a razén de
15 paginas por hora, tarda en leer un fibro 10
dias. 51 leyendo a razon de 10 paginas por hora
tardase 20 dias, icudntas horas diarias leeria?

Un capital de 4300 € se ingresa a interés simple
a un determinado tanto por ciento durante 4
afios. Al final del periodo se obiene un capital
de 5117 €. ¢Cudl fue el tanto por ciento apli-
cado?

Ocho. bombillas  iguales, mcendidas dmance
4 horas diarias, han consumido

48 kWh. {Cuanto consumiran 6 bombrﬂas lgua-
les a las anteriores, encendidas 3 horas diarias,

durante 20 dias?
ImF



ACTI1V

D ADES

Transportar 720 cajas de libros a 240 km cuesta
4320 euros. {Cudntas cajas iguales se han
transportado a 300 km si hemos pagado
6187,50 euros?

Halla la suma del 40 % de % y del 50% de ‘;

Un apartamento estd valorado en 80000 e
o5 Bt  prevei e ce el precs
en un 5% por aio. {Cusnto valdré dentro de
3 aios?

Si el 150 % de cierto nimero es 300, Zcusl es el
80 % de ese nimero?

112 % de los estudiantes del instituto al que va
Carlos son de tercero de ESO, y Luis va a otro
en el que ¢l 17 % de los estudiantes son de ter-
cero de €S0, El insttuto de Carlos tiene 950
slumas, ol de i, 00 0l s ol porcntale
de alumnos que hay en tercero de ESO entre los
dos intitutos? ¢Serd suma de los pommam de
tercero de £SO que hay en cada insttuto?

Quién es P, el 20 % del 50 % de 80 0 el
200% del 5% de 507

Representa graﬁ:amsme 1a rlcin que exie
entre todos cuyo es 36.
oo propesona e aut o

Un b ha segado % d un tereno y s i,
1 de ese terreno. El hombre necesita 2 horas y

24 minutos para segar o que I fala, tEn qué
tiempo hubiera segado solo todo el terreno?

43

45

46

a8

Un librero ha ganado 1968 euros vendiendo 82
ejemplares de una obra, la mitad al precio mar-
cado por catdlogo y a otra mitad con una rebaja
del 10%. El editor le da una comisién por libro
del 25 % sobre el precio del catélogo. Halla el
precio marcado en el catalogo.

Para fabricar 100 kg de pan se necesitan 40 kg

de agua, 5 kg de Ievadum.; kg de sal y el resto

2
de harina. En la coccion a masa pierde el 15 %
del peso. {Cuintos kiogramos de harina hay
que emplear para obtener 500 kg de pan?

2Qué porcentaje de rectingulo ocupa cada parte.
loreada?

Durante la primera cuarta parte de la figa, un
equipo de ftbol ha ganado el 40 % de los pun-
tos posibles. ¢Qué porcentaje de puntos debe
ganar en las tres cuartas partes restantes para
que al finalizar a liga tenga el 70 % de los pun-
tos posibles?

En una clase, el 50 % de los estudiantes lleva
gatas. E1 30 % es rubio, y el 10 % es rubio y lleva
gafas. {Cuantos estudiantes no son rubios y no
Tlevan gafes?

£l okmiads de 1948, lgs Gyamat sl

m en longitud y gand la medalla de oro.
n las olimpiadas de 1988, 40 anos desputs,
Jackie Joyner saltd 7,20 m para ganar la medalla
de oro. Si el porcentaje de aumento siguiera
manteniéndose, {qué habria que saltr para ga-
nar la medalla de oro en longitud en las olim-
piadas del ano 20287




Mo U R Al DE

MATEMATICAS !

.
1A HUELLA DEL ASESINO
S S n e
se acerca allugas delcrimen, echa un vistazo o as
ke sk R (e
ser un hombre de aproximadamente 1.80 metros de.
estatura”. ,Cémo o sabe?
Aunque no es xca, edste una relacén bastante
2pronimada entre el tamafio dl pie de una personay
su estatur. E5 muy rar0 que un hombr que mida 1,60
calce un 43y que un ugador de baloncesto use
z2patils del 38. Son dos medidas

a PROPOROION
ES BELLA

nerd da Vin fue uno de los atistas més compleos del
arcinono, P srakeco, deefocer de anelcts nerebis |

Establecid ciertas condciones para que lafgura humans fera
oniosa y proporcionada. Para el I ahura total dvidda
entre a atura hasta el ombigo debia ser igual a alura hasta

por la dist
aturatotd __altua hasta el ombligo

‘aitura hasta el ombligo _distancia ombligo-cabeza

Todas sus obras de arte cumplian esa proporcin.
¥ t... cumples el canon de belleza de Leonardo?

La proporcionalidad puede ayudamos  medir cosas cuyo tamaiio difcimente podriamos
aveiguar por ot método. ot sfemelo bn ebol.Es may senclo L2
Stietaa una escuada por su hipotenusa una pajta de las que se usan para beber

refrescos: serd tu visor

Maa hacla la copa del &rbal y vete separando de &t hasta que veas exactamente €l

finalde'a copa entrelos siglos
€l trigngulo formado por el &rbol menos la atura hasta el ojo del observador Xy
1o ditancia del pie del érbolal observador y a fhea imaginara desde os | deciaque
Bjos a la Gopa del drbol es samefonta a la escuadra, cyo cociente “nada hay més
ente catetos es | |
alura
istancia sl cbservadr 4 4

Luegola altura del &rbol es d + h 8i h es taaltura del
observador y d su distanciaal ol




Sucesiones de numeros
racionales. Progresiones -

en sentd el juego a She-
ran, principe de la India, quien quedé maravillado de o ing

riedad de posiciones que en & eran posibles. Con

e, le preguntd qué dese

Sessa le pidi6 un corto plazo para meditar la respuesta. Al dia siguiente se
presents ante el soberano y le hizo la siguiente peticion

«Soberano, manda que me entreguen un grano de trigo por la primera
casila del tablero de 2, dos granos por la segunda, cuatro por la
tercera, ocho por la cuarta, y asi sucesivamente hasta la casilla sesenta y
cuatro

ecompensaran con el siguiente nimero de

mas de 18 trillones!, que es
embrar 65 veces toda a tierra. Por supuesto
ol 50 omess

Sessa pedia, por tanto, que
242472

osecha que se recoger
que el principe no p

En esta unidad estudiaremos las suct
progresiones aritméticas y las geomét
terior.

s, y dos casos particulares: las
a5, y podremos hallar la suma an:




Observa las siguientes figuras construidas con cerillas:
1

@ @ o s
¥

{

¥ ] 1

o I A | .

. b

{Cusntas cerllas se necesitan para formar la figura n-ésima?
Para ello formamos la siguiente tabla

[Figura [ 2 [ 3 [.]n
[N decerilas |a=4-1]6=42|12=43] .||

Parece evidente que para construir la figura n-ésima necesitamos 4n
cerilla.
2.

1) [t} @ @

’ ~ e AW
N 4_\7 I IN/
{Cuéntas cerillas se necesitan para formar la figura n-ésima?
Formamos la siguiente tabla:

[Figura [T 2 T = 1] 4 n
Nedecerlas [3]5=3+2[7=3+2+2[9=3+2+2+2[.]?

Obsenva que para la figura 3. se necesitan: 3 +2+2=3+3 - 12
para la figura 4. se necesitan: 3 +2+2+2=3+ (@4~ 12
para la figura n-ésima se necesitan: 3 + (n = 12 = 2n + 1

ERNCY @ ®

Cuantos cuadrados de lado 1 cerilla tendrd la figura n-ésima?

B [ > -]
s ]

ecvadrados| 1 | 4=2 | 9-3 |

Por tanto, en la figura n-ésima habra n’ cuadrados de lado 1 cerilla

Acabamos de ver que la formacion de las figuras guarda una regularidad
que permite encontrar una formula general para cuando la figura ocupa la
posicion n




b |
2 R imeres racionaes

T

i

Nimero de palilos necesarios
para construir filas de 3, 2, 3,
4 .. cucdrados unidos por un

Namero | Nimero
de
cuadrados | palilos
i 4
2 7
3 0
4 E)
5
6
3

Tratar de compltar la tabl.

[EEEEELREEE)

Representacion arica e o
sucesion 4, 7, 10,

Observa a siguiente sucesion construida con palillos

y la tabla del margen
ulntos pallo se necsita pa corstui una fl de n cuadrados uidos
p r ur

ines e\ nimero de cuadrados y a, el nimero de palilos que se ne(eman
para construir los n cuadrados, de la tabla del margen se deduc

a,=3n+1
Para n = 30, el numero de palillos s

=3-30+1=01

La cadena de nimeros 1, 7, 10, 13, .. es un ejemplo de sucesién de

numeros reales.

Una sucesion de nimeros racionales es de la forma (a,, a;, ... 3, -.).
donde:

+ Los numeros naturales 1, 2, 3, 4, 5, se llaman indices.
+ Los numeros racionales a,, 3, a,, ., 3, .. 3, ... se llaman términos.

A cada niimero natural (indice) se le hace corresponder un nimero ra-
cional (término).

Al término a, se le llama término n-ésimo o término general
Se acostumbra representar la sucesion por el conjunto ordenado de sus
términos, con o sin paréntesis, 0 bien por su término general:

a2, 2, 80 8, 3, . Obien (a)
donde n es un nimero natural.

1 Hallar los términos generales de las siguientes sucesiones:
a) El conjunto ordenado de los nimeros pares.

111111

o (z 3e5ET

903 u, 15, 2,35,.

d)n(

13455
=2

b) b,




 Producto de una sucesion por un numero
Multipliquemos cada término de una sucesion de término general 3, por
un nimero real cualquiera k. Se obtendrd asi la siguiente sucesion

Ka, oy, Kay, ... Ko,
esto e, la sucesion (ka,), a la que llamaremos sucesion producto del no-
mero real k por la sucesion (a,).
% Ssuma de sucesiones

Dadas las sucesiones de términos generales a, y b, si sumamos sus pri-
meros términos, sus segundos téminos, etc., obtenemos una nueva suce-
sién:

s

Sy =2 + by s =3 +bys, =8+ by s, =8+ b,
Ala sucesion (5,) = (a, + b,) la lamamos sucesion suma de las sucesiones
@)y (b)

« Producto de sucesiones
Dadas as sucesiones de términos generales a, y b, si multipicamos sus
primeros términos, sus segundos términos, etc., obtenemos una nueva su-
cesicn
p=a b,
A la sucesion (p,)
siones (2, y (b,)

P bs, ps = ;" b, =32
(a, - b,) la llamamos sucesion producto de las suce-

(@) + (b) = (a, + b)
(a) - (b)) = (a, - b))

2 Dadas las sucesiones (1, 3, 5,7, 9, ..) y (10, 11, 13, 16, 20, ”),mnbu
los primeros terminos de Ia sucesion suma y la sucesién prodi
Sucesion suma: (11, 14, 18,23, 29, ..)
Sucesion producto: (10, 33, 65, 112, 180,

w

Dadas las sucesiones de término general a, _% by =n+2, calcular:
32 (@) b) (a) + (b) 9 @) b

(752




1
4 mnu aritméticas.

Consideremos las siguientes sucesiones:
ZaELY
Sid>o, 3,5,
la progresidn s creciente.
Ejemplo: 2, 5, 8, 11, 14, ..
sid<
a ﬁ’ﬂg’!srﬂn e

E 1 —-2 >E, 0,
Observa que, en todas ellas, cada término se obtiene a partir del anterior
sumando o restando un nimero fijo; estas sucesiones se llaman progresio-
nes aritméticas.

sid=
{a progresion es constante,
Eemplo: 2,2, 2,2, 2,

Una sucesién de nimeros racionales se llama progresion aritméti
cada término se obtiene a partir del anterior sumandole un nimero
llomado diferencia, que suele representarse por d:

a=a tda=a+tda=a+d

£n una progresion aritmética, d
es la diferencia entre coda dos
términos consecuivos.

Hallamos el término general a partir del primer término y la diferencia.
a +d

o dfeencia entre cada término
 su anteor y ver si son igua-
les,

En general
La sucesion

| a=a, - Nd

Hallamos el término general a partic del término keésimo y la diferencia
Si k < n, entonces:

[ a=a+m-kd

4 Hallar el término general de a progresion aritmética 9, 3, =3, =9, =15, ..
d=-6a,=a+(-1d=9+0-1(-6=15-61

w

El séptimo término de una progresion aritmética es 19 y la diferenci
5 2 Hollr fpeime o,

a=a,+0-1d 19=3,+6-4 3=19-2

6 Hallar el primer término y la diferencia de una progresion amena,

sabiendo que el quinto término es -', y el decimotercero, _

a, =2, + (13- 54,

1 1
e = d=g

7
2
a=a G- -1

2




Consideremos la progresion aritmeética siguiente: 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13,

Si representamos por , la suma de los siete primeros términos, resulta:

S,= 1+ 3+ 5+ 7+ 9411413
otambién: S, = 13411+ 94 7+ 5+ 3+ 1

Sumando; 25, = 14+ 14+ 14+ 14 4 14 4 14 + 14
de donde:
25, =7-14=7-(1+13 =5

‘Acabamos de ver, con el ejemplo, que en una progresion artmética la suma
de dos términos equidistantes de los extremos es constante e igual a la
suma de los extremos. Eso se debe a que:

ata=a+ dia- d=a+a
atas=atudia-2=a+a
B tan=athd e —hd=a +a,

Vamos a calcular la suma de los n primeros términos de una progresion
aritmética:

+a +.ta, +a,
i, 43, +a B

2,= (@ +a) +lta) .t ta) +eta)=
@+a) +@+a) +.+t@ta) +lt+a)=

= n, +a)

Despejando S,

7 Hallar la suma de los cincuenta primeros términs de I siguiente pro-
gresion artmétca: 3,7,4,3,5,..

155
a2 ta=3149:5=F

1

d

2
S0t ad ey, ) 155
ER 45(3&1) =

143454724




e

J Consideremos las siguientes sucesiones:
2,6, 18,54, 162,
111

los términos se van haciendo 21,3,

cada vez mayores en valor 2

absoluto. 3,-3,3,-33

Efemplos: Observa que, en todas ellas, cada término se obtiene a partir del anterior

2622 =2 | muttipicando o diidiendo por un nimero fijo; estas sucesiones se llaman

LB A e progresiones geometricas.

fa pruaresidn & constante Una sucesion de nimeros racionales se llama progresion geomeétri

EempIO: 4 4y 4 4 si cada término se obtiene a partir del anterior mmupnca..dm o un
sifn < numero fio, llamado razon, que suele representarse p

los términas se van haciendo s faym e, el =y e, e i

uerios en

Hallamos el término general a partir del primer término y la razén.

En general
a,=a, -

Hallamos el término general a partir del término k-ésimo y la razén.
Si k< n, entonces

a=a-rt

En una progresién geomeética,
es a raz6n o cocinte entre cada
dos téminos consecutivos.

Para comprobar si una sucesidn

8 Hallar ¢l término general de la siguiente progresin geométri

15
et de cod iyl o Bl

©

Hallar el primer término y la razon de una progresion geométrica, sa-

biendo que el cuarto término es .,y el noveno,




“ Suma de n términos consecutivos

ea ay, 3, 3, ., progresion geométrica; queremos calcular la
e e s e e
S,=a ta tat.ta,

Para ello, multpliquemos por la razén r los dos miembros
Fatat.tatar

Tenemos, por tanto:
Sr=  atatat.tatar
S, =atatatat.ta

Restando: 5,1 -5,

3 +a,r

S,r-N=ar-a=

Si'r = 1, todos los términos son iguales, luego S, = n - a.

% Suma de infinitos términos si [r| < 1

n este caso podemos calcular la suma de los infinitos términos de la pro-
gresion, ya que a medida que n se va haciendo muy grande el término a,
se va haciendo cada vez més pequeio en valor absoluto, de manera que
si el numero de téminos n es infinito, entonces a, -  es cero.

10 En el eumulo que !sto en la primera pagina de esta unidad
jedrez, hlllar el numero de granos de
oaa il pv(M ipe Sher:

2“ 2=

lngn que p

-

Su=142424 .42

-1
= 18,446744,073709,551 615 qmnm

11 Hallar la suma de los términos de la progresion ilimitada:




RESOLUCION DE PROBLEMAS

Pararesolver un problem

+ Hacer un diagrama
+ Estudiar casos sencillos.
+ Buscar reqularidades.

| ProBLEmA

En un collar de perlas, a perla mayor se encuentra situada en el centro
las demds van disminuyendo en tamario desde el centro a los extremos.

(Coc uns o b dos perlas mas pequenas situadas en los extremos

cuesta 100 €; cada una de las siguientes cuestan 200 €, la tercera perla

desde cada extremo cuesta 300 € y asi sucesivamente.

2) ¢Cudnto costard la perla central si el colar tiene n perlas?

b) éCusnto costard el collar completo?

| HACER UN DIAGRAMA

o i el collar tiene 3 perlas seré: —of hay una sola perla central

i el collr tiene 4 perlas serd: - hay dos perlas centrales.

Por tanto debemos estudiar dos casos diferentes cuando n s impar y
cuando n es par

ESTUDIAR cASOS
| sEnciLLos

# 3) Sea n impar

W P corn

b | g | " don e
sl de s Gl

T 2

3 (1322 3 e

7 133452 i B35

o 123555 : I
b) Sea n par
T
ol e 1 ot e

R |

4 1221 | 2

5 [123320 5 1hi

HEs v F eS¢ de63¢ e e HP0Y

BUSCAR REGULARIDADES

4 2) 5 obsena que el predo del collr (4,9, 16, 25, ) concide con ol ua-
draco del preci, en cientos de euros, de a pers el 2, 3, 4,5, )

Si ¢l collr tiene n peras (n impar) el precio de la perla central es
b !

121 100 €y e precio o collar completo s (® ‘) X 100 €

b) Razonando de igual modo, si el colar tiene n perlas (n par) el precio.

n

de Ias dos perlas centrales es: 1 X 100 €, y el precio del collar com-
nin + 2) &

plto es: M52 100 ¢




ACTIVIDADES

3 En las sucesiones de término general

=50-3 b= y c=
1 Estudia las regularidades en las siguientes suce-

n+1
siones y halla la expresion del término general: hllatoesestninos rféroriséginiaiiokaino,y

vigésimo de cada una de elas.

&

Averigua si
41
731 72
son términos de la sucesion de término general
G

& n+1

Halla el término general de las siguientes suce-

3)5.7,9,11,13,15,
) =2, ~4,

2 Estudia las regularidades en las siguientes suce-
siones y halla la expresion del término general.
Estos nimeros obtenidos sobre figuras poligo-
nales se llaman nimeros poligonales.

Halla el término general de las siguientes suce-

. o o - o o b) —1, -8, 27, ~64, =125,
EOR . . 91111,
Li1 =3 plis 2
e e 39 27 81" 243

~

Dadas las sucesiones
() =(4,6,9.18,23, )y

(b) = (1,3, -2,4, -3, 5, .),
halla: 2(a,), (a) + (b), a0 (b)

o 8 Dadas las sucesiones de término general

a
) B o B realiza ls siguientes operaciones:

o g™ e s PER) 9 () - (b)

b) (a) + (b) a9 (8)+ 2+ (b)

Dadas las sucesiones de término general

1 =0+
1 b !
realiza las siuientes operaciones:

) @) (b) A () ()
b) (b) - (c) 4 @) [b) + (c)]




ACTIVID

A DES

Estudia i las siguientes sucesiones son progre-
fones aritmeicas y, en caso afimativo, hala su
thmig geiest

38,52 -1,

b) 6, 10, 14, 16, 20

04,816, 32, 64, ...

71177,

18

€l décimo término de una progresion aritmética
es45 y la diferencia es 4. Hall el primer término
y el término general.

Hallala suma de los términos de una progresién
aritmética en los siguientes casos:

a) Los 25 primeros términos de 3, 8, 13,

b) Los 22 primeros términos de 42 39 36,

) Los 40 primeros términos de T d‘
Estudia si las siguientes sucesiones son progre-
siones geométricas y, en caso afirmativo, halla
su término general; 0

a) ;. 1,4,16,64
b) 27,45, 75,125, %
Q12 10 18 35 44,

mz

Sabiendo que el séptimo término de una pro-
gresién geométrica es 1, y la razén, 5, hall el

primer término y el término general.

21
El o hmino de un progesin geomét
2,y la razén, 2. Calcula la suma de los diez
pnmms mines.
1
" g
n una progresion geometrica de razon ~ 3 ¢l 5

{ere e s 1. Halla la suma de sus infini-
tos térmi

La suma de los infinitos términos de una pro-
gresién geométrica decreciente (11| <1[)es 2,y 23

el primer término es 5. Calcula I razen.

Escribe los seis primeros términos de la sucesion
(2, dada por:

L4 =3,8,=3., -8,

Averigua si

son térmiinos de la sucesion de término general
n
nei

Completa los términos intermedios que faltan en
las siguientes sucesiones:

37,10, 16—,

22,25, .

El tercer término de una sucesion aritmética s
15, y el quinto término es 23. {Cual es el primer

Cusntos terminos hay en la sucesion: 3, 7, 11,
15, ., 4397

Halla ¢l primer término de una progresion ait
ity o diferencia mbiends e f e
ming es 24, y el décimo,




ACTIVI

D ADES

kit o i d i i G 34 I8 S R e g o »

fendo que sus medidas, expresadas en metro
tin o progrestn artmkich o SHewnca 3.

Calcula la suma de los mltiplos de 59 compren-
didos entre 1000 y 2000,

Cusntos términos hay que sumar de la progre-
sion aritmética 2, 8, 14, .. para obtener como
»

Tres nimeros en progresién aritmética tienen
por producto 16640, y el mas pequeio vale 20.
Halla los otros dos.

Los seis dngulos de un hexégono estin en pro-
gresion aritmética. La diferencia entre el mayor
y el menor es 60°. Calcula el valor de cada an-
gulo

En una progresin geomética el quinto término
es 81, y el sequndo, -3, Halla el término gene-
al.

Halla tres nimeros en progresion geométrica sa-
biendo que su suma es 26, y su producto, 216

Determina cuatro nimeros en progresion geo-
métrica de manera que los dos primeros sumen
05, y los dos Gltimos, 0,125.

iCuéntos términos se han tomado en una pro-
gresion geométrica, sabiendo que el primer tér-
mino es 7 el ltimo, 448, y su suma, 8897

Un poligono de n lados tiene la propiedad de
e e

. Si e 'y el
mayor, 60 tesinos ot e pngem:’

sefior el siguiente negocio: «Yo le vendo este

aballs = congi de que usted me pagee un
céntimo de euro por el primer clavo de la herra-
dura del caballo, dos céntimos por el segundo
dlavo, cuatro por el tercero, y as sucesivamente
hasta llegar al clavo 32, que es el ltimon. Ave-
tigua el precio del caballo.

35

Wi ok o al oo b
gina, apunto el nimero en una fue

apuntando los nameros de las pagmn b

tenia sumando 7 unidades a cada pagina ante-

fior.

Al sumar 21 nimeros de las piginas obtwo

1995. ¢Por qué pagina abrid el libro?

Considera los enteros del 1 al 100, ambos inclu-
sive. ¢Cudl es la diferencia entre la suma de los
pares y la suma de los impares?

 teie iy gy fe 25 asientos en la
primera fila, 27 en la segunda, 29 en la tercera,
yasi atints Lo sartos hay hasta
Ia fila

Escribe el término general de la progresién geo-
métrca cuyo primer término es 2 y cuya razén

es 5 Calula la suma de sus cien primeros tér-
minos. Calcula la suma de todos los términos.

Se tiene un cuadrado de un metro de lado en el
que se unen dos a dos los puntos medios de sus
ladlos, obteniéndose asi otro cuadrado, y en ¢l
2 practca l mia peracin, i e procede de
este modo sucesiva ¢ indefinidamente, ccual es
fa suma de las areas de todos los cuadrados?




D ADES

De una progresion aritmética de un nimero im-
par de terminos conocemos el término central y

el niimero de términos. Con estos datos, Zpuede
alalarse la suma? Pon un ejemplo que aclare
la contestacién.

En una progresién aritmética cualquiera, com-
para el vlor de un temino (distnto del unmem)
con la semisuma del que lo precede y el que lo
Vgue L0V Sicede? st de damotar of re
sultado.

£C6mo es una progresion aritmética de diferencia
07 &Y una progresién geometrica de razén 17

Cémo tine que sl azon de una progresion
geométrica para que los téminos vayan cam
Hands shermatiaments de signo?

Elige tres téminos consecutivos de una progre-
sién geométrica, multiplica los extremos y com-
para el resultado con el término medio. éQué
encuentras? Prueba que es cierto siempre, cua-
lesquiera que sean los tres términos consecutivos
de una progresion geométrica

n e cuadado de o 1 metode s g0

n formando los siguientes cuadrados de lado
Jo it delanterir, Hall 1 suma e s dreas
sombreadas

46 Halla el termino general de la siguiente sucesion,
lomada sucesion de los nimeros triangulares
0, 15,

47 IJn mmnel e;\é al mando de 5050 soldados y

re formar con elos un triangulo para una

Siikion de modo qut  primea tenga un

soldado, la segunda dos, la tercera tres, etc
iCudntas filas habra?

48 Tres nimeros cuya suma es 36 estan en progre-
sion artmetc, Hlls ihos ol sabnendc
que si se les suma 1, 4, e, los
Fesulaios forman uha progreatn gecmemca

49 & nl Iabomeno de Ciencias Naturales se realiza
wn to para o bsewar el ey
Ias ha:\enas XY34, que se repre
ipartien (s decr, cooa, bacena 8l cabo oo
30 sequndos se divide en dos nuevas bacterias).
Partiendo a las doce del mediodia de un cultivo
de 100 bacterias, intenta escribir la cantidad
de bacterias que debe haber al cabo de medio
minuto, un minuto y cinco minutos. {Cusntas
bacterias habra aproximadamente a las doce
y media?

Se considera un tridngulo equildtero de lado
2 m. Uniendo los puntos medios de los lados se
forma otro tridngulo. equilatero. \)mendn los

puntos medios de los lados de este segundo
Tanuto s foma oo are tingil il
tero, y asi sucesivamente. Hallar la suma de los
perimetros y de las dreas de los infnitos trdn-
gulos obtenidos.

Halla el drea total de la sucesion infinita de cua-
drados coloreados de la siguiente figura:




Conoben
‘sabes, hay muchos tipos de fores, de muy
dferentes foms, tamaiios y coloes, pero

todas el se parecen en una cosa: s
cuentas sus pétaos verds que siempre te sadra
un nimero perteneciente  la famosa sucesion

de Fbonecdi, caracterizada

poe cada

nuevo témmino se obtiene sumando los
dos anteriores (1, 1,2,3, 5,8, 13,21,
34..). Lanaturleza precefener

prcieccén po ey por eso
enmuchos otros
fenémeros. Por ejemplo, la

disposicén de s escamas de una
pifa 0 la de las pipas en el grasol 0 los

m
humanidad. af descubrc ue la
poblacin creca en progresién

eométrica mientras que b

sponibidad de almentos s
podahacedo en progresén
antmética. Su razonamiento tenia ura
base real de acverdo con
naturleza, pero nuestra espece
puede atera s lmtes naturales y
romper el prondstico, Aunque 800
milnes de personas padecen
hambe actimente, s ONU

pretende acabar con este problema

€030 afos mednte dos ves

LA REVOLUCION VERDE
.

‘ganaderas maltiplando los aimentos cisponibles mucho mds

Porggmeue
9 g, 70

11000 MILLONES DE HUMANOS

Por otra parte, el desarolo cuturaly entfico ha

de o que Malthus habiaprevisto. hesta dcanzar un rtmo
‘geomético, Enlos aos sesenta se puso en marcha un
programa lamado La revolcidn verde, para extender a todo el
mundo los descubrimientos centfcos agronéicos, y en 30
af0s se logrd duplcar o produccien mundl de almentos.
‘Abora s ha puesto en marcha un nuevo programa que ntenta
volver a duplcar los aimentos en los préximos 30 ahos, hasta
poder satisfacer plenamente a demanda mundal.

A peser del fueterimo de crecimiento de los limos

dos sigos, desde los afos setenta el incremento tiende &

disminu; La poblcién crece actuaimente @ una tasa del

1.4 por 100 anual y sigue disminuyendo. Un estuco
realzado por a ONU e 1998 asequra el cia octul
26000 mikones de habiantes nunca legard a
duplcarse, ya que l poblecion se estabiizard en tomo a
11,000 miloes en el a0 2200,
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Sia+b=11ya—b=3 hallael valor de 3a - 2b.

Simt — =20y m' + = 52, encuentra l valor numérico de m’ + .
12
Halla el menor valor entero de xta que s un nimero entero.

$i4(9a ~ 135) = 6(a — 20), hll la razén 2.

En una carrera se destinan 587 euros a premios a los tres Bimeslie
rtidas de forma inversamente_proporcional al tiempo inve

tiempos de los et pnmems son 26 min, 28 min y 30 min. (a\(uli [ que

corresponde a

En una distrbucidn de objetos se da igual nimero de ellos a cada una de
1a 15 personas presentes; pero llega una persona ms y hay que dar a
cada uno un objeto menos, sobrando asi 11 objetos. Halla el nimero de
objetos a repartir.

En un recténgulo de perimetro 152 cm, la base mide 9 unidades mds que
la altura. ZCusles son las dimensiones del rectangulo?

Pedro dice a Juan: <Yo tengo dos veces la edad que t tenias cuando yo
tenia la edad que 1 tienes, y cuanto ti tengas la edad que yo tengo la
suma de nuestras edades sera 63 afios». Halla la edad de cada uno.

Un depésito n gifo que lo lena en 3 horas; otro Io llena en 4
s,y i closagle o Y o 5 ore, ot tvdar an s 154
abren a la vez los tres?

Calcula los angulos de un pentagono, sabiendo que son proporcionales a
los 5 primeros miltiplos de 3.

En un colegio hay 237 estudiantes menos en Primaria que en Secund:
Si el nmero total de alumnos es 1279, de los que 200 son de Educacion
Infantil, Zcuantos alumnos hay en Primaria y en Secundaria?

i los lados de un rectangulo se alargan 2 cm cada uno, el perimetro vale
cm. Sabiendo ademas que la diferencia de los lados es 2 cm, ccudnto
miden los lados del rectingulo?

£l drea de un triangulo rectdngulo es de 60 cm’ y la suma de los catetos
es 23 cm. Halla los lados.




14

15

16

17

18

19
20
21

22

23

24

Una familia tiene periquitos y perros como mascotas. Averigua cu
perros y cuintos periquitos tienen, sabiendo que en total hay 6 L]
y el niimero total de patas es 16.

s edad de Javier era exactamente hace 3 afios el triple que la de Elena,
pero dentro de 4 afos sera solamente el doble. Halla las edades actuales
de los dos.

El perimetro de un trigngulo rectingulo es de 60 cm y el cateto menor
tiene 16 cm menos que la hipotenusa. Halla los valores de los lados,

En un circulo de didmetro 25 m se inscribe un recténgulo teniendo 17 m
de diferencia entre los dos lados. Halla el valor de estos lados.

Las aristas de dos cubos difieren en 2 cm y sus volmenes en 56 cm’.
Halla el valor de las aristas.

Son las 12 del dia. ¢A qué hora formaran las agujas un ngulo recto?
Son las 3 de la tarde. A qué hora estarén las aguias en linea recta?

2Cuntas cerilas se necesitan para la figura n-ésima?

W @ @), ]

- 7 T,

€l sexto |ém||nn de una progresion aritmética es igual a M y el tercer
término es 2

3) Cuénto vale el primer término?

b) £Cusnto vale la suma de los 100 primeros términos?

£n una progresion geomeétrica el primer término es igual a 2 y el cuarto
termino es igual a

a) {Cuénto vale el término 107
b) ¢Cuanto vale la suma de todos los términos de la sucesion?

Se desconoce ol captal que un sefor ingres en un banco perose sabe
que al 4,5 % durante 7 aios ha producido un interés simple de 12 219,48 €.
Qué capﬂa! il mgmo




?Figuras y
cuerpos geométricos




Ec‘ﬂmjo de longitudes

 Perimetro de una figura
El perimetro de una figura es la suma de la medida de sus lados.
a
peseds3

o 4 peatbicsd 3am

 Teorema de Pitagoras

En todo tridngulo recténgulo se verfica que la hipotenusa al cuadrado es
igual a la suma de los cuadrados de los catetos.

x=\Fi#=5m
3 © asbac X 3m
b am

< Areas de figuras fundamentales
PARALELOGRAMO THANGULO TRAPECIO

bt
h
b o8
- h

-@ebh
A=b-h

# Longitud de la circunferencia y area del circulo
3141592,

1= radio
o/ )\ =3
La2ar A=mr

“ Volumen de un cuerpo fundamental: el ortoedro

El volumen del ortoedro es largo (a), por ancho
(b) y por alto (c); o bien, drea de la base (B)
por la altura (h = o):

V=a-b-c=8-h

PENTAGONO REGULAR

-2




|

h=R-r

oi o} |

Las longitudes de los arcos son proporcionales a sus medidas en grados.
También, las areas de los sectores son proporcionales a sus medidas en
grados. Utiizaremos entonces las proporciones:
L circunferencia _ L arco
EC TS
A clralo _ A, sector
360 o

 Longitud del arco

L. circunferencia - n* _ 2mm®
360°

L Arco = o eoe

« Area del sector circular
A circulo - n° _ @r'n®

360° 360°

+ Area de la corona circular

Se halla por diferencia de las areas de los dos circulos:
A=aR - ar = aR - r)

« Area del trapecio circular

Se halla por diferencia de las areas de los dos sectores:

oo TR wrnt_ an(R —r)
73600 360° 360°
Esta formula se puede expresar también asi
Ampekby

2

1 Hallar fa fongitud e Imcaly ol b o ey
20 cm y de angulo 1.

2520120

41,89 am

A=T2 D ggs e

2 Hallar el area de las siguientes figuras: .
£
- 3)
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Trata de unir triéngulos equiléteros iguales para construir un poliedro.
servards que puedes construir el tetraedro (4 tridngulos equildteros iguale‘s)
el octaedro (8 triangulos equiliteros iguales) y el icosaedro (20 trianguios
equilteros iguales).
Al unir cuadrados iguales solo s posible construir el cubo (6 cuadrados
iguales).
Y al unir pentagonos regulares iguales solo s posible construir el dode-
caedro (12 pentagonos iguales).

partir de aqui ya no es posible unir poligonos regulares iguales para
construir otros poliedros diferentes de los que acabamos de ver

Poliedro regular es el poliedro cuyas caras son poligonos regulares
iguales, de modo que en cada vértice concurre el mismo numero de
caras, Los poliedros regulares son: tetraedro, cubo, octaedro, dodecae-
dro e icosaedro.

| €n los poliedros que manejamos ordinariamente, ¢l nimero de caras (0,
vértices (v)y aristas (a) no puede ser cualquiera

Por ejemplo:
= s 0
[Fereie ra | en2
[ s [ u

En general se cumple la relacion ¢ + v = a + 2. A esta igualdad se llama
férmula de Euler. Los poliedros que la cumplen se llaman poliedros simples

uientes figuras se ha representado el desarrollo de cada uno
de los poliedros regulares. Observa a forma de las caras y el ndmero
de elas e indica a qué Wludro se refiere cada ﬁnm

vapr 4

2) Tiene cuatro caras que son tridngulos equidteros. Se trata de un te-
traedro,

b) h se

) Tiene seis caras que son cuadrados. Se trata de un cubo.

) Tiene veinte caras que son tridngulos equilteros. Se trata de un ico-
saedro.

€) Tiene doce caras que son pentagonos regulares. Se trata de un dode-
aaedro.

2

Tetraedro (4 caras)

Cubo (6 caras)

—————

Octaedro (8 caras)

Dodecaedro (12 caras)

?

cosaedro (20 caras)

=



< Paralelepipedos

fo es un prisma cuyas bases son paralelogramos y, por tanto,

AT

Romboedro
Todas sus caras son
rombos.

DE LA BASE

TIPOS Todes s cares tesles,

ctina
anhe

DE
PRISMAS

PIRAMIDES

% Tronco de piramide y piramide deficiente
Tronco de piramide es la parte de la piramide comprendida
entre la base y la seccién determinada por un plano paralelo &
la base que corte a la piramide. Esta seccion es la base pequeﬁa‘
La altura del tronco es la distancia entre las bases.

Pirémide deficiente s la parte de pirémide determinada por
base pequena y el vértice




Propiedad étrica b |
deprlsms”ypﬁﬁﬂlh‘:

Las propiedades métricas de los prismas y las piramides relacionan sus di-
ferentes elementos y se basan todas en el teorema de Pitagoras.

4 Teorema de Pitagoras en el espacio
Se llama diagonal de un ortoedro al segmento que une dos vértices no
situados en la misma cara.

Cakulemos o diagoral el otoedro de Ia figura aplcando dos veces o
teorema de Pitag

P X by
Por tanto,

4= \VFIFEE

Los valores de las aristas de un ortoedro se llaman también dimensiones
Se designan: largo, ancho y alto.

En un ortoedro, el cuadrado de una diagonal es igual a la suma de los
cuadrados de las tres dimensiones.

4 Hallar la diagonal de un cubo de arista x centimetros.

4= VFTETR = VIR =3V

5 Un aula mide 6 m de ancho, 7 m de largo y 4 m de alto. Dos moscas
estan dentro del aula. Calcular Ia distancia maxima que puede haber
entre ellas.

El aula es un ortoedro, La diagonal del ortoedro es la distancia méxima en
linea recta
=\E T & =\/36+ 489+ 16=\/101=10m

6 Calcular el elemento que falta en las siguientes piramides:

44

fin=5

=g g
a=10

VRryeE




Un cuerpo edondo se bene afgirar un recinto plan shrededor de n
eje situado en el punto del
una circunferenca al dar una wuelta completa.

« Cilindro
Un rectngulo que gira sobre un lado describe un cilindro.

S
ST Ejedegiro

# Cono
Un triangulo recténgulo que gira sobre un cateto describe un cono.

“ Tronco de cono

Un trapecio recténgulo que gira sobre el lado perpendicular a las bases
describe un tronco de cono.

e oot ek e ke’ iz e icua
mide la gent

n la figura se ve que el radio de la base, la altura. /
eratiz forman un tridngulo recténgulo. /
Por e teorema de Pitsgoras se tene l igualdad: /-4

Fa=g leg ¢=25 /
Por tanto, la generatrz mide 5 cm.




Observa el prisma de la figura y su desarrollo. Las caras laterales dan

lugar a un recténgulo cuya base mide el perimetro de la base del prisma

¥ 5u altura coincide con la del prisma. Asi que el drea latera es:
A=ph

€l drea total se halla sumando al drea lateral las dreas de las dos

bases:

A= ph+pa

p = perimetro de a base
De este modo se obtienen las siguientes férmulas: h=altura

= apotema de a base:
[T |

AsCA T,
v
v m—
1 A i
]
-, e

Assenio AmAsAn

-3=313

50

osseian | ATELT
| Ao mc




[ Volimenes de '

cuerpos simples

Fara rallr s fermulas e fos volimenes e os cuerpos simples se pare
del volum edo,

B vhimen d oo ¢ ea de - base por la altura
Para los demds cuerpos se puede hacer una comprobacion experimental
flenando los cuerpos con arena fina

“ Volimenes de prismas y cilindros

volumen de un prisma o de
un cilnlo es

Todos los prisrs y clincios que tenen o misma bose y ltura tenen el
ismo volumen, igua al del artoeco que tiene esa mima base  lura
€l volumen es: V.

# Voldmenes de piramides y conos

)
AL E?

D

A E B

escs s
Todas las piémides y coros que tienen la misma base y atura ienen el
mismo volumen, igual a la tercera parte del volumen del bria o lncro

£l volumen de una piramide o
de un cono es

qQue tienen esa misma base y altura. £ volumen es: V.

9 Hallar el volumen de los siguientes cuerpos (las medidas estn en cr
WSS TS VIS 15 =26em TN
e

2
5 6= a7 em’

Hyv= e

9 Sia es a atura de o base, resuta: I
a=VE-25 =433 em i
Area de a base = >3

= ) )
v 1082510 T
o L l
V=" e -




9 Areas y volimenes de g

bserva los siguientes cuerpos compuestos, cuyas medidas estén dadas en
centimetros.

e

Para calcular el drea y e volumen de estos cuerpos compuestos hay que
descomponerlos en cuerpos simples, calcular sus dreas y sus voldmenes
ordenadamente y sumarlas.

= 84w = 263,89 cm®
5) A = Acarinsye + 2 Aomimir A oo = B
279342 1 9 52-m-2.62

=240 7 = 753,98 em®

o radiodel o . 1 (642416 =7 cm

:
32 At + A+

32T ST T 1464254

ti-s‘s, 54+ 847 = 417,89 ‘m
o %,
min 0,0, %

11 Calcular el volumen de los cuerpos compuestos anteriores.

3) L2 altura del cono es: \/57 = 3 = 4cm
V=V Vo = 35030 8 7310 = 32000 a0

BV = Vetni s + Vet = 77 9+ 3 4 7 20 6 = 8388 cm?

9V = Ve + Vo =375 4625 = 4t g5




RESOLUCION DE PROBLEMAS

Pararesolver un problema

* Tantear posibles soluciones
 Desarrolar la figura.
* Resolver e interpretar los resultados.

EL PROBLEMA

Una araria situada en el vértice A del cubo de la

figura ve llegar una mosca que se posa en el vértice E. A
£Cul sers el camino mas corto que debera recorrer

la arana sobre la superficie del cubo pars caplu/ar

2 Ia mosca? 5 o arsta el cubo mice

<écudnto medira el camino més corto?

7

TANTEAR SOLUCIONES
POSIBLES

+ Dos posibles soluciones corresponden a los siguientes recorridos:
1 8

DESARROLLAR

=AD + DF + FE AE
Hay un ¢ (ammo it  drecamente de A s £

MF_AG _1
FEOGE 2

M es el punto medio

de Ia arista DF

RESOLVER E INTERPRETAR
L L0S RESULTADOS

+ Como la distancia més corta entre dos puntos s la linea recta, ¢l caming
que deberd sequir la arana para capturar a la

mosca seré el segmento AE.
La medida del camino AE es: wmh
= et o

AE = V10 + 20° = 2236 cm Wem




D ADES

1 Halla el drea y el perimetro de la siguiente fi-
qura, donde los diametros de las circunferencias

estan dados en centimetros,

2 sabiendo que el radio de cada circulo es un me-
tro, halla la suma de las dreas sombreadas.

3 Cada circulo tiene 3 cm de radio. Halla el drea
de  regién sombreada

4 Halla el drea de las siguientes figuras:

5 Halla la longitud del arco y el 4rea de un sector
circular de 60" siendo el radio de Ia circunferen-
ciaigual a 10 m.

6 Comprueba que en los poliedros regulares oc-
taedro, dodecaedro e icosaedro se cumple fa for-
mula de Euler

7 Casifica los siguientes _cuerpos geomeéti
dando también & norbrs 8¢ G g de dlos:

A=A B

cada uno_ de los cuerpos geométricos del
muno anterior dibuja su desarrollo.

9 Calcula el valor de s diagonales de los cubos
cuyas aristas miden:
3 tem 93em
b 2em &) dcm

10 Calcula el valor de las arstas de los cubos cuyas
diaganales miden:

) 18 9 24m
b) 66 cm 9 12em
11 Dibuja un tetraedro regular. Si cada arista mide
10 ¢m, calcula sucesivamente:
a) La altura de cada care.
b) La altura del tetraedro.

12

uja una piramide recta de base cuadrada. La
arista de la base mide 10 cm, y la arista lateral,
13 cm. Calcula sucesivamente:

2 La alura de lo coa

b) La altura de la piamide

=



ACTIVIDADES

13 Dibuja una piramide recta cuya base es un trian- 18 Dibuja un ortoedro de base cuadrada. La arista
d

lo equilstero. La arista de [a base mide 12 cm, e la base mide 5 cm, y la arista lateral, 9 cm.
y la arista lateral, 17 cm. Calcula sucesivamente: Calcula sucesivamente:
2) La alura de la cara. 2) El drea de las bases.

b) €l drea de las caras laterales
) Bl drea de todo el prisma
d) | volumen del prisma

b) L2 altura de la piramide.

14 Dmu‘a una pwamde recta cuya base es un he-
@ de la base mide 16 cm, y la - 19 Dibuja un cilindro recto. El radio de la base mide
- el 19 e, Gl socsvamente 5cm, y la alturs, 12 cm. Calcula sucesivamente:

a) La altura de o cara a) Bl drea de la base
b) La altura de la pirdmide. b) El drea laterl,
<) El rea de todo el ciindro,

il | cilindr
15 Caloula los valores que faitan, sefialados con una '8l Yolurer el clindro

leia s/ gulentes cuerpos: 20 Dibuja un prisma recto cuya base es un hexs-

gono regular. La arista de fa base mide 9 cm, y
a arista lateral, 12 cm. Calcula sucesivamente:

o
L 3) £l drea de fas bases.
b) Bl rea de las caras laterales
A\ o) €l drea de todo el prisma.
0

) £l volumen del prisma.

o A 9y 21 Dibuja una piramide recta de base cuadrada. La.
i ) arista de la base mide 10 cm, y la arista lateral,
g 3 13 em. Calcula sucesivamente:
2] €l rea de la base.

b) € drea de las caras laterals.
) El drea de toda la piramide.
d) £l volumen de s piramide.

16 bm,.a un prisma recto cuya baseesunméngu\o 22 Dibuja un cono recto. El radio de la base mide.
ilétero. La arista de la base mide 6 cm, y 5.cm, y la altura, 12 cm. Calcula sucesivamente:

equil
Sta e, & cm, Cacla suckshementer 5
3) El rea de Ia base.

a) El drea de las bases. A b) El érea latera.
b) El 4rea de las caras laterales. ) El drea de todo el cono.
©) El drea de todo el prisma. d) El volumen del cono.

d) €l volumen del prisma
23 Dibuja un cono recto, €l radio de la base mide
7 cm, y la generatriz, 13 cm. Calcula sucesiva-
17 Calula el volumen de los siguientes ortoedros %
cuyas dimensiones son:
2) El drea de la base

a10m  20m  30m b) El drea latera.
b)25cm  40em  SOm ©) €l drea de todo el cono.
9S0em  80em  100cm ) El volumen del cono.
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D ADES

32 Un paquete de palomitas tiene forma de tronco

Una dlse tiene 10 m de largo, 8 m de ancho y 4
m de alto. S trata de llenarla con cajas cibicas de
1m de lado. ¢Podrias decir cudntas se necesitan?
i la clase tiene 40 alumnos y cada alumno trans-
porta el mismo nimero de cajas, ¢podrias decr
también cudntas cajs tiene que mover cada uno?
Se supone que todos trabajan o mismo.

éCabe un baston de 90 cm de Jargo en s o
de dimensiones 50 cm x 70 cm x 3

Una regla de 60 cm, dcabe dentro de un cajon de
una mesa de 27 cm de ancho, 54 de largo y 18
de alto? (Cabe tumbada en el fondo del mismo?

Se quiere construir un monumento en forma de
piramide reqular fecta de base cuadrada con una
altura de 30 m. Si se han necesitado 2000 m’
de piedra, ¢podrias indicar el lado de la base de
la piramide?

En Bocequillas de. Abaj quierenconsrui un de

posito de agua en forma de ortoedro cuya altura
es10mysu (apa(\dad 4000 . ¢Podrias hallar

el lado de la base sabiendo que es cuadrada?

Una empresa envia sus pmdn:ws en cajas cuyas

dimensiones son 50 cm, 30 a Estas

caias se o hiogo en un contanedor de

forma cibica. Se pide

2) Las dimensiones del contenedor sabiendo que es
el menor cubo en el que caben exctamente las

s

b) El nimero de cajas de cada tipo que entran en
¢l contenedor.

<) El volumen del contenedor

Una carcoma se ha instalado en un precioso
cubo de madera de un metro de arista. Piensa
comerse el metro cibico entero comiendo en
cada segundo un milimetro cabico. ¢Para cudnto
tiempo tendra comida?

Un vaso tiene forma de tronco de cono; el did-
metro de la base mayor s igual a 7 cm y el
radio de la base menor es igual a 2,5 cm. Si la
generatriz es igual a 10 cm, halla o siguiente:
a) Avea lateral. b) Areatotal. o) Volumen.

P gula; el
yor mide 15 cm; el lado de fa base menor mide
10 cm; la apotema de una de las caras es igual
.20 cm Halla lo siguente:

3) Area lateral. b) Area total. ) Volumen,
ICUsmmzs PARA ACLARARSE

33 Uniendo el centro de un cubo con los vértices
de una cara se obtiene una pirdmide cuadran-
gular. £Qué relacién hay entre el volumen de la
pirémide y el del cubo?

34 sabes como se calcula el drea de un cubo co-

nociendo la aista. Si conoces la diagonal de un

cubo, Zpoias halar su érea sin calcular ¢l lado?

Un cubo de 8 cm de arista est formado por la
yuxtaposicion de 8 cubos blancos de 1 cm
arsta. Luego, se pinta de negro el cubo grande.
Se pide

4) LCuéntos cubos hay completamente blancos?
b) Cuéntos hay con una sola cara negra?

Q) éCusntos hay con solo dos caras negras?

d) éCusntos hay con solo tres caras negras?

36 Imaginate un cubo de madera de 3 cm de arista

Cortindolo convenientemente obtienes cubos de.

T cm de arsta

2) ¢Cusl s el volumen dl cubo original? (Cudl es
el volumen de los cubos obtenidos? Compdra-
los

b) ¢Cusl es Ja superfce del cubo orginal? {Cudl
es la superficie de los cubos obtenidos? Com-
paralos.

37 Tienes un cubo de madera de 1 m de lado. Lo
divides {mertamente) en cubto de un 1 de
fado. Si pones todos los cubitos en linea recta,
uno's continiacion d o, Lcudl ¢l itancs
méxima en metros que puedes alcanzar?

38

£Qué pirémide tiene todas Ias caras iguales?

71,




ACTIVIDA

D ES

39 Halla el 4rea y el volumen del siguiente cuerpo
compuesto cuyas medidas estén dadas en cen-
timetros.

e

40 s fguras sguientes representan cuerpos geo-
‘métricos. Calcula su volumen utilizando las me-

didas que se dan en ellas.

44

£l volumen de un cubo es numéricamente igual
a su drea tota. Si se toma como unidad el cen-
timetro:

a) Cudnto mide su arista?
b) {Cubnto vale su drea?
©) {Cudnto vale su volumen?

En un ortoedro sus mmemm son proporcio-
nales a los ndmeros 3, su suma es
38m. Halla i Inngnud 4 s ados y et
de su diagor

De un mismo material se han hecho cuatro cu-
bos macizos de lados distintos, a saber: 3 cm,

m, 5 am y 6 cm. Hay que colocarls en los
platillos de una balnza de modo que estos que-
den en equilibrio. ¢Sabrias colocarlos?

Las dimensiones de un ortoedro son proporcio-
nales 3 os nimercs 3, 4y 5,y I cra que tiene

las dos primeras dimensiones tiene una diagonal
de 15 m. Halla las dimensiones del ortoe

Al seitor Pedrales le han encargado los vecinos
de Oreila de Abaj la realzacion de un obelisco
formado por un ciindro y un cono, ambos de la
miim s, B presspuest del s e

es de 6 millones. Por parecerles pequenio, le han
moncads que duplie o ado de Ia ase ol
ciindro. ¢Cunto cobraré ahora por todo el obe-
lisco si el precio depende de la cantidad de pie-
dra empleada?

Un gigante mide 2 m, y un enano, 1 m. Supo-
niendo que tienen la misma forma, ¢podrias de-
i cudntas veces aproxmadamente pesard s
ol gigante que el enano?

Las dimensiones de un contenedor en forma de

ortoedro son 103 m, 3,10 m y 2,05 m. Se in-

troducen en & cubos de 1 m:

2) {Cusntos se pueden meter i los cubos se apilan
apoyandose sbre ls caras?

) Cul 2 vlumen prosinado 0 contenedon
utizando cubos de 1 m?

En un ortoedro la suma de los cuadrados de las
doce aristas es igual a la suma de los cuadrados
de las cuatro diagonales, Compruébalo.
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MATEMATICAS

POLIEDROS PARA
EXPLICAR EL MUNDO

A los griegos les fascinaba que solo to que Platén identificaba cada uno de
hubiera cinco poliedros regulares. Tan- ellos con un elemento natural.

= B [

EHCIides Aunque te parezca mentira, cuan-

b

Los trece fbros que for-
man los Elementos (ue:

T

do disparas a puerta en un partido
El gran ordenador GE fitbol estas Adndole una pat )
Ao de Eucidosya e s s cosas daalinicosaedio tincao :
sobre aritmética, geomeria, etc. Su mérito Bassl st oo
cansiste en haber sido capaz de reunir métrica del balén de  capaces de deformarse
¥ ordenar esos conacimientos. fitbol Consta de 12 ligeamente,
s v ntagonos - Un nuevo disefio del
Ampnspel mmessee EEIOMY HEGea |
se cree que Euclides; estereometria (la medi- 87,74 % dela esfera. El  decaedro formado por
que vivié en el sigio i cion de los cuerpos). En resto, hasta conseguir 12 pentagonos, 30
antes de Cristo, fundo ellos analiza las figuras una esfera, se logra  cuadrados y 20 tridn-
una escuela en Alejan- e a piramide, el cono graciasal hinchadoya gulos, se acerca adn
dria(Egipto) que convir- y 1 esfera qQue las piezas del ico-  mas (en'un 94,32 %) a
1i6 3 esa ciudad en e g
centro de fa ciencia ma- fisi st =5
fematica de su época of /
Autor de un 7 82V
best-seller { ¢
{
i

obras ms editadas de
la historia
Los tres ditimos vold-




'La esfera
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1 La esfera: r
definicion y elementos

+ Definicion
Observa las siguientes figuras:

Un semicirculo que gira sobre su didmetro describe en el espacio un cuerpo
geometrico: a esfera
Considera ahora la semicircunferencia correspondiente a ese circulo, es de-
cir, como si estuviera hecho

Si gira alrededor de su didmetro describe una superficie curva que es la
superficie esfeica

La superfcie esférica es el modelo de un balén de fitbol,

Las siguientes efiniciones son similares a las de la circunferendia,

— Centro: Es el centro del circulo

— Radio: Es cualquier segmento que une el centro con un punto de la
superficie

— Cuerda: Es cualquier segmento que une dos puntos de la superfcie.

— Didmetro; Es cualquier cuerda que pasa por el centro,

— Polos: Son los puntos i inteneccén del e de g con s superice
esférica

+ Figuras geométricas en la esfera

Para ver mejor las figuras en la esfera puedes imaginarte que tienes una naranj
¥ un cuchillo. Cada corte del cuchillo es similar a trazar un plano que corte a

Lo superfice esférica estd for-
mada por todos los puntos del
espacio cuya distancia al cen
o es igual o radio.

ja, lo més redonda posible,
Ia'esfera

Zona esférica

e Casquete.
Hemisferio Siried

Huso y curia
esféricos

S e :) %

s ade na de o e 5 i e o s | 510 gt de i spefle
en las 2 dividida | de la superfice esférica | esférica comprendida en-
et o e i e i | e planos paralelos
un plano que pasa por su | secante a la esfera

antro

N

£l huso es Ia parte de la
superfice esferica_com-
prendida entre dos planos
e tinen i ineio

comin. La a
e i por
esos planos.




esfera

2 Vvolumen dela

Cortamos por la mitad una pelota hueca de goma o de pléstico para ob-
tener una semiesfera.

onsinimos un ciindro de cartuina cuya altura coincida con el didmetro de
Ia semiesfera (21)y cuyo base tenga e mismo didmetro que lo semiesfea (21
1 lenamos con arena fina 1a semiesteray 1a pasamos al clindro, compro-

19"

Comprobamos asi que el volumen de la semiesfera es igual a la tercera
parte de del volumen del dilindro.
Tenemos, entonces:

Vs =B h=m-f 2r=2m-r

1 2 "

Vs = § Vit = 32000 = 030

€l volumen de la esfera es el doble del de la semiesfera:
20 4

Vo= 2 Voo = 25 BmSome

£l volumen de la esfera es igual & £en tercios del producto 7 - £

v=tiz.p

€] volumen de la cunia esférica es proporcional al nimero de grados que
forman los planos de Ia cuna. Si el angulo mide v, ol volumen serd

1 En un cubo de 10 cm de arista lleno de agua se mete una bola de.
ok & ey o 4 T 4 e
el

Vlimen e il o 101010 cn = 100 o’

Vomen deta b &9~ 310. 128 - z33

s e, 1000 - 32333 - 767 '




L
hs Area de la superficie esférica

En la foto aparece la famosa esfera bioclimatica de la Expo ‘92 en Seilla,
En realidad no es una esfera, sino una aproximacion. La superfcie esta
formada por decenas de pequenos triéngulos que dan a sensacion de una
ok
i unimos (sde vértice de los tridngulos con el centro de la esfera se forman
decenas de piramides triangulares cuyo volumen es también, aproximada-
mente, el volumen de la esfera.
Designamos por:
* B, B, B, ... B, el drea de los tridngulos de la esfera biocimatica;
+ h la altura de las pirdmides que se obtienen al unir los vértices con el
centro de la esfera
€l volumen de la esfera, V, serd aprosimadamente:
Bh Bh Bh, Bh
373 73 3
Hacemos el nimero de triangulos cada vez mayor. Observa lo que ocurre:
« fas alturas de las piramides se aproximan al radio, R, de la esfera;
« fa suma de las dreas de las bases de las piramides se aproxima al drea,
s, de la superfice esférica

8 +8 +B +. +B)h
3

Luego el volumen serd V = 5—3—*

Igualando este valor de V con el obtenido en la pregunta anterior, resulta:

3 =37 dedonde S = 4R

1 Area de la superficie esférica = 47’

2 Calcular el drea de la superficie de una esfera de 8 cm de radio.
S =478 =257 = 804,25 cm'

< (zkular el area de |. xuperﬂtla de la Tierra suponiendo que es una
fera perfecta de 6370 km de radio.

7 6370° = 509904364 km’

4 sila superficie de una pelota mide 1525 e, {cudnto mide su radio?
S-4nR =155
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Casquete esférico

En el epigrafe 2 hemos visto la relacion entre el volumen de la esfera y el
volumen del ciindro que se ajusta por completo a ells, s decir, que tiene
por didmetro de la base 2r, y por altura, también 2.

1. Volumen de la esfera = 2 del volumen del ciindro

Qué relacién existe entre las areas? Es facil comprobar:

2. Area de la esfera = Area lateral del cilindro = dwr*

La ultima relacién entre el cilindro y la esfera es realmente curiosa:

3. La superficie determinada en la esfera por dos planos paralelos a

la base del cilindro y que la cortan es igual a la superficie corres-
pondiente del cilindro.

Arquimedes descubrid estas relaciones entre el cilindro y la esfera hace més
de veintids siglos. Quedd tan sorprendida por sus resultados que, segin
cuenta la leyenda, mando grabar en su tumba la figura de una esfera den-
tro de un ciindro.

Como consecuencia del resultado 3 el drea del casquete y de la zona es-
férica es igual a la del ciindro que tiene por base 2nr y altura h, que es
fa distancia entre los planos que los determinan.

@ -G

Zona st

1/ 1 drea del casquete esférico y de la zona estéria es igual 2mr - h

€l drea del huso esférico es proporcional al nimero de grados que forman.
o plnes del huso. S o dngulo mide ", dres ser

=4 gom

5 Enuna m«a K tiene por radio 10 cm esta determinada una zona
fos planos cuya distanca es 6 cm. {Cudnto mi
pericie 1 a e un casuete cuya sl fers tamblén § cm?
Las dos superfces son iguales puesto que la altura s [a misma.
Area de la 20na = Area del casquete = 27+ 10 - 6 = 120w cm'




Los elementos de la superfice esférica se estudian ahora sobre la superficie
terrestre. Los conceptos son los mismoas, pero su Uso mds cotidiano ayuda
a reconocerlos y comprenderlos mejor,

“ Meridianos y husos
Meridianos: Son circunferencias méximas que pasan por los polos,

Los meridianos: En la red geografica, son semicircunferencias maximas cu-
0s extremos coinciden con los polos de la Tierra, Representan un arco de
circunferencia de 180°. La semicircunferencia maxima opuesta a un meri-
diano y situada en el mismo plano que €l pasa por los polos y se llama
antimeridiano.

Los meridianos son perpendiculares al ecuador.

Por cualquier punto de la superficie esférica pasa un solo meridiano, salvo
en los polos, pnr donde pasan todos.

Huso: £s a de las partes de la superficie esférica imitada por dos
edianos. £ dngulo deteiminado por un hso & ¢l fomad por o6 pl:
05 que contienen a los meridianos.

« Paralelos y zonas

Paraelos: Son crinferencis sobe b supaice trs tales i f pano
que las contiene es perpendicular al cje de a Tier

l dnico paralelo que es circunferencia maxima es e\ ecuador.

Por cualquier punto de la superfcie terrestre, salvo por los polos, pasa un
paralelo.

€l radio de los paralelos decrece & medida que nos aprosimamos a los
polos,

Zona: £s la parte de superficie terrestre comprendida entre dos paralelos.

En la Tierra se consideran las:

— zonas torridas, limitadas por el ecuador y los trépicos;

— zonas templadas, limitadas por los trGpicos y los circulos polares.
Casquete: s cad parte de f sperice teneste dterninads por un pa-

b y el pnln més préxim

En la los casquetes pu\ares estin determinados por los paralelos

s polares, artico y antértico

6 Calcula los ngulos de los husos iguales determinados por:
2) 15 meridianos  b) 24 meridianos <) 45 meridianos

3) Los 15 husos tienen 360°; por tanto, un huso medira: ? =w
) Los 24 husostienen 36’ un huso medi o0 = 15°

9 Lo 45 husostenen 360, un huso medirs o0 - &

Merdiano

Casquete polar
iico

far
g




Meridiano
do Greenwich

Ecuador
Paraiclo

Ecuador

Meridano.

Longitud

leridiano
de Greemich

< Sistema de coordenadas geograficas

Para determinar la posicion de un punto sobre la superficie terrestre s
utilza una red parecida a la cuadricula que empleamos para determinar un
punto en el plano, solo que en este caso en lugar de usar rectas se utilizan
menmanns ¥ paralelos.

el sistema
bt i el plano cartesiano.

s jes: Se toma como eje horizontal el ecuador y como e vertcal el
meridiano que pasa por Greenwich.

El origen de coordenadas: Es el punto de interseccion del ecuador con el
meridiano de Greenwich.

# Coordenadas geograficas de un punto

Longitud geografica

Los meridianos se designan por su distancia angular (en grados) al meri-
diano de Greenwich, diferenciando meridianos al este (derecha) y meridia-
n0s al oeste (izquierda).

La longitud de un punto A es la medida angular (en grados) del arco
determinado en el ecuador por el meridiano del lugar y ¢l meridiano de
Greenwich.

L2 longtud se mide de 0" 3 180° en dirccon este y de 0" 180" en
direccion

Todos los puntos de un mismo meridiano tienen la misma longitud.

Latitud geogréfica

Los paralelos se designan por su distancia angular al ecuador anadiendo si
estén por encima o por debajo, es decir, paralelos al norte o paralelos al
sur.

La latitud de un punto A es la medida angular (grados) del arco deter-
minado en el meridiano del lugar por el ecuador y el paralelo del lugar.
La latitud se mide de 0° a 90° en direccién norte y de 0° a 90° en direccion
sur.

Todos los puntos de un mismo paralelo tienen la misma latitud.
Un punto de la superficie terrestre se expresa asi:

— Paris (3,35° £, 48,85° N).

— Rio de Janeiro (43° W, 23° )

7 El punto A de la Tierra esta en el parahlo 60°. iCudl es la latitud del
punto B de la figura? {Qué relacion existe entre las longitudes de A y C2
La lattud de Ay B ¢s la misma, ya que estén en el mismo paralelo.
La longitud de Ay C es la misma, ya que estan en el mismo meridian,




RESOLUCION DE PROBLEMAS

Pararesolver un problema...

+ Leer detenidamente el enunciado,

: por una de eles
« Calcular cada una de las partes y recomponer el problema,

Dados los siguientes cuerpos, indicar cusles son los cuerpos simples que
permiten calcular el drea y el volumen:
a

PROBLEMA

+ Observar detenidamente cada cuerpo. Todos estos cuerpos compuestos
estén formados por cuerpos simples.

A continuacién se hace el despiece de cada uno de los cuerpos simples
estudiados.

2) Un cono y un ilindro de radios iguales.

< +

b) Una semiesfera y un cilindro de radio mucho menor que el de la esfera.
( -9 =
) Un dilindro y dos esferas pequefias.

'S o

d) Un semiciindro y un ortoedro,

(4 = e - B

€) Un cilindro grande y otro pequero.
= 9 - I}

) Un tonco de cono y una semiesfera. 1 radio de la semiesfera es igual
al radio mayor del tronco del cono,

| IO |

DESCOMPONER

EL PROBLEMA EN PARTES
MAS SENCILLAS

Y ESTUDIAR CADA UNA

+ Si hublera datos se procederia a continuacion a calcular las dreas y vo-
Imenes de los cuerpos simples  luego se sumarian los valores obtenidos
para obtener las areas y volimenes de los cuerpos orginales

CALCULAR CADA UNA DE
LAS PARTES Y
RECOMPONER EL PROBLEMA

=




ACTIVIDADES

1 Una bola de 10 cm de radio se corta a 8 cm del
fe contacto con del suelo
2) Calcul el radio delcirculo que forma la seccién
b) Calcula e drea del casquete esférico

foem

2 Galula cuénto vale el angulo que forman los
planos que determinan un huso horario,

3 Los planos que determinan una cuna forman un
angulo de 72", {Cudntas cuas iguales hay en la
esfera?

4 iCuintas veces mayor es el drea de una esfera
que la de uno de sus circulos méximos?

5 Calcul el volumen de las siguientes figuras:

6 iCudl es el radio de una esfera cuya area s nu-
méricamente igual a la longitud de una de sus
circunferencias maximas?

Calcula e érea y el volumen de las esferas cuyos

diémetros miden

3 8

b) 20cm

9 16cm

412

La superfie de una pelota mide 1256 cm’,

iCuanto mide el radio? Toma como valor
=3

Col ol e o casits e e chine o

cortar una esfera de 60 cm de didmetro por u

plano que pasa a 20 cm plokiy

Calcula el drea de una esfera de radio 1 my la

de un cubo de arista 1 m.
Qué superfcie tiene mas area? (En cuintos
centimetros cuadrados supera una a fa otra?

A

B

Calcula el volumen de los cuerpos representados
en la fig




12 Un depésito esférico mide 12 m de dimetro.
<Cuantos bidones dilindrcos de 1 m de altura y
60 cm de diametro pueden llenarse con el li
quido almacenado en el depésito?

Cada una de las nueve esferas del Atomium de
Bruselas, simbolo de la Expo 'S8, celebrada en
esta ciudad, tiene un volumen de 523,6 m’, Cal-
cula el valor del radio de la esfera.

14 Un bola de menu fundmn de 1 m de diametro
estcolocad: adomo en un_parque.
Cusnios logramos pesa s o densdnd G .
10 es de 7,25 gramos por cada cm’?

La milla marina es un minuto de meridiano te-
restre. (A cuantos metros equivale? La circun-
ferencia de la Tiema tiene aproximadamente
40000 km.

-
£y

Se pela una naranja y se cuentan diez gajos.

2) ¢A qué figura geomética de la esfera se pare-
cen?

b) Si fueran perfectos, équé angulo formarian los

planos que determinan los gejos
9 L2 naranja pelada pesa 180 gramos, (cuénto

= IR
I DADES

W 17 En el parque de atracciones de Walt Disney de

i | Florida hay una pelota geodésica de 50 metros

de diametro que aparece como una gran esfera
<Cudnto mide la superficie esférica? £Y su volu-
?

La Luna tiene aproximadamente 1740 km de ra-
dio. Supuesto que la Luna es esféria, {cudnto
mide su superfcie?

€l radio de la Tierra mide aproximadamente
6370 km. Supuesto que la Tierra es esférica,
écudnto mide la superfice? (Cudntas veces es
mayor e la Tierra que la de la
Luna? (Utilza el resultado del ejercicio anterior.)

20 La circunferencia y la esfera tienen dos definicio-
nes casi iguales. ¢En qué se diferencian?

21 Un chico, recordando que la circunferencia es el
limite de los poligonos regulares cuando el ni-
mero de lados tiende a infinito, da esta defini-
gl s es o lmite d o polcos reu-
lares. cuandl fenden a tener_infinitas
e, B o o s Oovco

N
N

Define claramente meridianos y paralelos. iHay
algin pralelo que mids ko mismo que un me-
fidiano?

23 €l drea de la zona esférica es igual a a circun-
ferencia maxima por la ahtura. Si la altura es el
didmetro, icusl es su area? 4Y si l altura es el
radio? Di en cada caso de qué figura esférica se
trata

B



ACTIVIDADES

férica? éCuanto val
2

l
nos, los correspon

{Es cierta su ammauw

le el angulo del huso horario?

24 Distingue entre huso esférico y huso horario. 31 Imagina por un momento la Tierra como una
ZCudntos husos horarios hay en la superfice es- bola de acero perfecta. Si envol
terior bola con un gran plastco, Zcuanto deberia

la an-

aumentar la superficie del plastico s el radio au-

icual es el lugar de la Tierra que tiene 0° de mentase un metro?

fongitud y 0° de latitud?

26 Cul es el lugar geométrico de los puntos de la
Tierra que tienen la misma longitud? ¢Y los que 32 Comprueba que el paralelo 60° mide la mitad

tienen la misma latitud? que el ecuador,

27 o skimnoidice qw solamente hay 24 meridia- 33 Calcula el radio del paralelo cuya laitud es 30°.

Piensa
Depende del radio este incremento de superfi-
cie?

¥ luego responde:

o
fentes a los husos horarios. 34 n paralelo tiene de radio 31855 km, éCudl es

se encuentran.

28 Un cohete crucero
Tiera siguiendo el paralelo 60'. Qué camino

habré recorrido en
ra es 6370 k.

cuarta parte de la

30 £l srea de una zon
a la crcunferencia
parallo ivide a ca
en dos partes igu

29 £l radio de una esfera es 10 cm. ¢Cual es la al-
tura de un casquete esférco cuya drea es la

ales?

@;@
va a ras de tiera y rodea la

una vuelta? €l radio de Ia Tie-

superfcie esférica?

a esféica o casquete es igual
maxima por la altura, iQué
da uno de los dos hemisferios

su latitud? Radio medio de la Tierra: 6370 km.
Lss coordenadss geogrifics de dos ciudades
son A(10"E, 60° ) y B0 E, 60° ). Caleua la
distania entre elas siguiendo el paralel en que
Radio de la Tiera ~ 6370 k.

Dados los puntos A(10°E, 45" N) Q0" E,45°N),

calcula fa distancia siguiendo el paralelo.

Las coordenadas geograficas de dos ciudades A
son: A4O° , 62° N), B4O" E, 52° ). Caleula

la distancia entre estas dos ciudades.

Efectia el despiece de los siguientes cuerpos.

b)




M UE DR A el DiE

MATEMATICAS

BUENAS Rusla es un pas Inmensog#l s

grande de Ia Tierra. Su extension
NOCHES, es de algo mas de 17 millones de \I\\
£\ kilometros cuadrados (es decir, 4+
BUENOS DIAS que cabrian dentro 34 Espanas). 1
Desde la frontera curopea del oeste hasta su extremo este en el estve(ha L,,
de Bering, que separa Asia de Alaska, hay unos 15000 kilometros. Por
S0 as diferencas horanas enre unos puntos y otros de pal

L

L

s
Cuando los habitantes de la zona europea se estén acostand
23,00 ora) e acosa del Pacico e v ato e 1
nuevo dia (son las.

Hoy dia, gracias a las mediciones efectuadas
porlos seleles conocems T paimoa
palm

0y podemosseberconprecsin csi
milimétrica cual es su tamano. Pero hace
veintitrés siglos no era tan iacl

Eratbsenes (naodohacael  debe la “criba de Eratos

20276 aC.en laactual tenes", un sistema para 2

Libia) consiguié medit a  determinar ndmeros pr- i 2

Tiera con una exactitud s ¢COMO LO HIZO?

que hoy nos parece asom-  Todos esos conocimientos  Eratdstenes obser-  sobre Alejandriacon  tros) pmio m\zum

brosa. y s gran reputacion hi- O que a medioda  una incinacion de  partendo de

Yo fue su inco Mo, gieron que el rey de deundeterminado  algo misde 7 gra-  de quela e

Como ofros sabos de su Egipto lo clges paa diade vean o dos esférica, ol ddmeto

época,nose confomd con dmw T Bblotoca de Alo.  ™y0s soaresilumi-  Dedujo que esa di-  de nuestro planeta

una rama del saber fue s enlaquese guar. "aban o fondo e ferentase deba’a 40000 kiometos

astronomo, gedgrafo, - la curvatura de la  Prctianm

e i ool e e es decir, que lain-  Tiera entre ambas  dida ue conocemos
foict dlinacién delsolera  ciudades oy dia con todos

Alos ochenta aios, Gego  pula. En cambio, conocialadis-  losavances técnicos

La y cansado, se dejé morit - ese mismo dia los tandaquelassepara  Sorprendente, éver-
y matemitico: a él se por inanicién. rayos solares caian  (unos 800 kilome-  dad?




Muchas de las figuras del plano o del espacio pueden considerarse como
partes repetidas, de modo que realizada una, las ofras se pueden obtener
trasladando  figura modelo. Las cenefas, los fisos, los pavimentos y los
mosaicos son ejemplos corrientes de traslaciones.

£l desplazamiento multicolor de los paracaidistas da una idea intuitiva de
taslacion. Cada paracaidista parece una copia del superior; las distancias
en las distintas posiciones se mantienen constantes




1 Vmucnelplann.'

Imagina una ciudad en la que las calles forman una cuadricula perfecta
Un taxista toma a un viajero en el cruce A y lo traslada al cruce B. (Como
podemos determinar este trayecto?

Para situar cada cruce es necesario fjar en el plano de la ciudad dos calles
principales: una horizontal y otra vertical que se corten en un cruce O La
recta horizontal es el efe de abscisas y la recta vertical el eje de ordenadas.
£l punto donde se cortan es el origen

Observa ahora que para pasar del cruce A al cruce B hay que desplazarse
cuatro manzanas (unidades) hacia la_derecha y dos manzanas (unidades)
hacia arriba. Por tanto, el trayecto A esté determinado por el par de ni-
meros (4, 2), y escribiremos: AB = (4,

Por convenio, se escribe primero el recorrido horizontal, AC, y después el
vertical, CB.

Conociendo las coordenadas del origen Al del extremo B(6, 5), las
Coordenadas gl vecior 38 e colcuon 34t K8 = (6.5 o 3.3 < 0. 2

Las coordenadas o componentes de un mav AB son las coordenadas
del extremo menos las coordenadas del orig
| A8 =, y) — () lx‘—xy—yr
fvecor que dene por origen e arigen de coordenadas y por exremo un
punto A se llama vector de posicién del punt
Las coordenadas de un punto coinciden con \as componentes de su vector de
posicion. Obseva en el dibujo que el vector de posicion del punto A, 3) es
el vector OA = (2, 3).

“ Suma de vectores.

Dados los vectores T = (3, 2) y ¥ = (4, ~3) el vector suma ¥ + ¥ se obtiene
sumando las componentes correspondentes:

T+7=0,2+@ -3

7. 1)

Dados los vectores U = (x, ) y ¥ = (X, y'), se lama vector suma al que

tiene por suma de o5 ¥ por

Seginda componerte a suma de a5 egunads Componentes
THT=( )+ 0y)=&+xy+y)

1 Dados los puntos A(3, 1) y B(S, 4), escribir las coordenadas de los
Vectores de posicion de los puntos y aluar s coordatadas da s
Vectores AB y BA. {COmo son entre si estos vectores?

Vectores de posicién: OA = (3, 1), 08
A8

Los vectores AB y BA son opuestos; sus coordenadas son opuestas.

oooooooo

51(6.5)
A2 3

%
Vectores de posicién: O, OB,
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Coordenadas

xea

P 0y

W)

W1.2)

5,3, 7 1CT8

een )

Tats

La pajarita amarila se ha obtenido desplazando la pajaita azul segin el
vector T = (5, 2)

Completa a tabla del margen con
los puntos mas significatvos de la
paiarita azul y sus correspondien-
tes de la pajarita amarila

Qué relacion existe entre las
coordenadas de un punto y las
de su transformado? Si a la abs-
cisa de un punto le sumamos 5
v a la ordenada le sumamos 2,
obtenemos s coordenacs de

¥

quia, luego
A1,6) — OR'=0A+T=(1,6+(52=68 — A8
Generalizando este resultado, si T = (3, b) se tiene:

Pl y) — Plc+a,y+b)
Yaque: OF =OP+G=(xy) + (@bl =(x+ay+b)
La transformacion geométrica que permite pasar de la pajarita azul a la
amarilla se llama traslacion. £l vector T se llama vector quia de la traslacion
0 vector de traslacion.

Los puntos que se corresponden en una traslacion se llaman homélogos.

Una trslicién de Veeor ula U= (o ). teansfrma i purto Plx ¥
en otro punto P'(x, y) tal qy
ap =0P+ T
es decir,
¥ = (9 + (3, b)

Asi pues, las coordenadas de cada punto de la figura trasladada se obtienen
sumando a las coordenadas del punto homélogo las coordenadas del vec-
tor de trasacion.

del punto c es ¢l punto 7, 4). s st s g

sean (.9
Ila:h:;én‘semn 0.4 =ky @1
Resolvendo: x = 5,y = 3. Por tanto:  C(5, 3).

w

&Cudles son las coordenadas del vector guia de la traslacién que hace.

<umpumr al punto A1, 2) e punlo A uz, o

Gl im0 z» (@ b).
Resolviendo: Por tanto: ¥ = (11, 6).

'fm
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I rombo ABCD de Ia figura tiene por coordenadas de los vértices A(1, 2),
B(3, 3), C(5, 2) y D(3, 1). En la figura aparece el trasladado del rombo

prgto g S guia T = (1, 3) y a conti-
nuacién ¢ tasadado de este GItimo en una traslacion de vecor quia
9. 2).

Suma de vectores

Qué coordenadas iene el vector quia de una trasacin que transforma o
rombo ABCD en el rombo A'BC’D”

Tomemos los vértices correspondientes en las traslaciones: A — A" —
Por definicion de traslacion:

OA'=0R +7=(0A+0) +V=0A+@T@+70

I mismo resultado se obtiene con los tres vértices restantes.

Por tanto, para pasar de A a A" basta aplicar la traslacién de vector guia:
T+7=01,3)+(92 =05

12 aplcacion sceiia e dos radaciones de Vactores olas 1y 7 e i
traslacion determinada por el vector suma U +

Vectores: OA" = OA + U+ v
Coordenadas: (', y') = (x, y) + (a, b) + (@, b’

La aplicacion sucesiva de traslaciones se llama también producto de
traslaciones.

4 Las coordenadas de los vertices del triangulo ABC son A, 5), B(S, 7)
¥ C(5, 2). Hallr los vertices del triangulo obtenido aplicando suces-
Vamente las traslaciones de vectores guia I = (6, 2) y V =
El vector de la traslacién producto es I + 7 = (13, 0).

OF =0R+T+7=0,5+03,0= (165

OB +T+7=(57+ (13,0 =187

OC+T+7=(52+(13,0=0182

L

V=0.2)

Gei=00,5)




—

Sentido positivo: el contrario o
movimiento de los agujas de
relo.

sendo negto: el de los
aguias de un reloj.

4 El centro de giro pertenece a la figura
 rdngul ABC et hecho de varlas. Se ha davado s un aber en o
unto A mediante una chincheta. El tridngulo puede moverse, perman
S Ho ¢ pito A, Los Seentes iueasneican s posiris a1

tridngulo al girar el tablero:

i el triangulo gira 60°, pasa de la posicién | a la posicidn Il
i gira 180", pasa de la posicion 1 a la posicién Il

En estos giros, todos los puntos del tringulo cambian de situacion, salvo
el punto A, que coincide con el centro de giro

“ El centro de giro no pertenece a la figura

Las siguientes ilustraciones muestran ahora cmo se gira una figura cuando
el centro de giro no pertenece a la misma. Si imaginamos que el triangulo.
esti hecho de varills y fjo también a a varilla OA, entonces girar la figura
es girar la varilla el angulo dado:

&

Todos los puntos del tridngulo cambian de situacién; aqui no permanece
ningtin punto i, tal como sucede cuando el centro pertenece a Ia figura

5 Una noria de 20 m de radio tiene 24 cestillas.
SRt R ar A L el cecy
se coloque a media altura? &Y a maxima altura?
b) ‘mt angulo tiene que girar para que una cesilla se cologue en el
‘mismo lugar que la que le p
a) Para que una cestila que ests a ras de suelo se coloque a media altura
tiene que giar 90° 6 270"
Para que se coloque a maxima altura tiene que girar 180"
b) € angulo que forman los radios de fas cestilas es 360°: 24 = 15°. Para
pasar de una posicion a la siguiente hay que girar 15°.




Eﬂl‘; T e

1 compés es la herramienta adecuada para poder girar un punto. Debemos
imaginarnos el punto como algo material unido al extremo de un compss.
En la primera figura, con centro en el punto O giramos el punto P un
angulo de 30°

Para ello se procede asi

— oy et oA 01y, ratio P, 5 e ke

— Tomando como lado O y sentido positivo, se construye con el trans-
portador un éngulo de 30°

— La recta OQ’ corta al arco en el punto P

Por tanto, OF = OF' y POP" = 30°

£l punto P' se dice que es el transformado del punto P en un giro de
centro O y angulo de giro 30°. Se escribe

Go.m (B = P

En la sequnda figura se ha construido de modo andlogo ¢l giro de un
punto P tomando como 4ngulo —30° (sentido negativol

Un giro de centro O y angulo « transforma un punto P del plano en
otro punto P del plano tal que:
OP=0F y POP-a

= El punto P' se llama homdlogo de P.

» El giro se designa por g, ., (P)

 El dngulo de giro se llama también amplitud.

Transformar una figura en otra es transformar cada uno de sus puntos.

6 Enlas siguientes figuras, indicar el centro y los angulos de giro  que.
transforman a cada una de ellas en s misma.

b=
) Centro de giro O. Angulos de giro: 90", 180, 270°, 360",

b) Centro de giro 0. Angulos de giro: 60', 120", 180", 240', 300", 360",
) Centro de giro O. Angulos de giro: 1207, 240, 360",
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PRI Tomslogas

« Homologo de un segmento mediante un giro

€n la figura aparecen dos puntos A y B y sus homélogos A" y B’ mediante

un giro de centro O y angulo a.

Los tridngulos: OAB y OA'B' son iguales, por tener:

— El lado OA igual que el lado OA’.

— €l lado OB igual que el lado OB

— Los angulos AOB y A'OB' son iguales, pues ambos son iguales a
ACB' - a.

Al ser iguales los tridngulos, el lado AB debe ser igual al lado A&

1 Los giros transforman segmentos en segmentos iguales.

+ Homdlogo de un triangulo mediante un giro

€l tiidngulo A'B'C’ de Ia figura del margen es el girado de ABC. Por la
propiedad anterior, los lados de los triangulos son iguales, luego los trign-"
qulos tienen iguales sus dngulos.

Los giros transforman triangulos en triangulos iguales.
Los giros conservan los &ngulos.

+ Figuras invariantes por un giro

Si un giro transforma una figura en si misma, se dice que es invariante.
Por ejemplo, dada una circunferencia, si se toma su centro como centro de
giro siempre se transforma en sf misma para cualquier ngulo.

Un hexdgono se transforma en sf mismo cuando se toma como centro el del
hexdgono y como angulo de giro 607, 120°, 180", 240, 300° y 360°.

7 En cada una de las siguientes rosetas, buscar el centro de giro y lo

posibles giros que dejan invariante la roseta:

Los centros de giro son los centros de las figuras. Angulos de giro:
a) 180°k b) 60k y ) 90 k, siendo k un nimero entero.




Recordemos que para girar una figura se gira cada uno de los puntos. Por
tanto, para definir los gios sucesivos basta saber como se hallan fos ho-
mdlogos sucesivos de un punto

<+ De igual centro

Sea P el punto, O el centro de giro y 30° y 60° los angulos de giro.

— Con cento en el punto O g of puto P un dngulo de 30"y
obtenemos el punt

— A cantinuadién, con e mismo centro O giamos o puto P un dngulo
de 60° y obtenemos el punto

s apcacitn sucsi d gios e equilene 2 un gto con e mismo

centro en O y dngulo de giro igual a la suma 30°

L2 aplacion sucesiva de gifosde centro en O ampltudes .y § es
giro de centro en O y amplitud « + B.

Cuando los giros se realizan en sentido contrario, su amplitud serd en uno
positiva y en el otro negativ

S apic, or empl, un gio de S0  desputs ot de ~70", el re-
sultado serd equivalente a un giro de 50° + (~70°)

+ De distinto centro

En fas slertes figuras se aplican sucesivamente dos giros de distinto cen-
tr0 a un punto

o et i i O ot un o 80y

abtenemos el punt

= oot b caio sl puno Of gearcs 8 pinio 14
angulo de 40° y obtenemos el punto P”

8 En la figura siguiente, determinar en qué se transforma el tringulo

Anc dmu(s le aplicarle sucesivamente:
iro de centro en O y amplitud 60° y otro giro de centro en 0’ y

implh\ld 120°, &Y si se aplican en orden inverso?
Aghando piTeogu v s btne o iogu . ol ke e o
Gir0 gy 15, Se Obtiene el tridngy
Si se hace en orden inverso, se nbuzne primero el tridngulo 2 y después
el tridngulo 4.




RESOLUCION DE PROBLEMAS

Pararesolver un problema...
+ Dibujar y estudiar la situacion.
* Utizar Ia trask
+ Emplear [a imagen trasladada

PROBLEMA

Los pueblos de Aranda y Dobro es-
in reco
del rio Nela. Sus habitantes quie- -

ren construir una carretera
una los dos pueblos. i el puente ¢

—————
ha de ser perpendicular a las ori-

o del i, ¢ pociio ndcar 13- /<<
ficamente el camino mds corto? e

DIBUAR Y ESTUDIAR
LA SITUACION

« €l puente sobre el rio Nela es una |
parte fija de la longitud; es decir,
== sino exstiera el o, la distancia
entre los pueblos seria la actual

‘ ! e / menos la anchura del rio.

. UTILIZAR LA TRASLACIN

 Supongamos que el puente ocu-

pa la posicién C8.

i rasladamos la orilla del rio se-

gl 8 ey 00" e pueblo de
Dobro se traslada al punto D
5o 5o problema se re-
duce ahora a trazar la carretera
desde el pueblo de Aranda hasta
el pueblo de Dobro con fa con-
dicion impuesta en el problema.

EMPLEAR LA IMAGEN
LADADA

# Veamos c8mo se resuelve ahora el problema.
Puesto que la longitud de la carretera ha de ser minima, basta unic
Aanda con D, pueblo de Dobr tashdaco L 1 cora b ol
n g

Concddo punto B, el pimi scpuii la posicion perpendicular BC
£l camino es A

Este camino es minimo, ya que el trayecto real AB + BC + D
coincide con el trayecto trasladado AB + BD' + DD', que es minimo.

e




ACT

IVIDADES

1 Representa en el plano de coordenadas:

a) Los vectores T = (3, 17 = (1, 5); @ = (4, 0)
b) Los vectore de poscien de los puntos A(, 3),
805, 3), C6, 2)

2 Dados los vectores U = (4, 3), = (-1, 4) y
W = (5, 0), calcula las siguientes sumas:

AT+T b T+ AT+T+@

w

Halla las coordenadas de los vectores AB y B
determinados por los puntos A(1, ~2), B(3, 8),
€(=3,5)y D(~1, 15). £C6mo son estos vectores?

4 €l vector AB tiene por coordenadas (4, 0) y las
coordenadas del punto B son (1, 2). Halla las
coordenadas de A.

w

Dibuja las figuras trasladadas de las siguientes
en una traslacion de vector guia U

4

Una traslacion viene determinada por los puntos
homélogos P(2, ~3) y P'(~5, 1). Halla el vector
guia de la traslacién.

o

~

En una traslacion de vector guia 7 = (11, 0),
halla los vértices del tridngulo homélogo de
ABO, donde A(-8, ~1), B(-5, 2) y 00, 0).
£Cmo son los lados de ambos triangulos?

Dada la traslacion de vector guia @ = (5, 4),
Zaudles serdn las coordenadas del punto P sa-
biendo que P' tiene por coordenadas P'(6, ~7)?

=
3

14

15

Sen o oo 853, e il

e vector guia U el trasadado
o ane e dé ir qua 7= (1, s}‘
iCusles son las coordenadas del punto P? éSe
abtiene el mismo resultado que si transforma:
mesd punm P en una !ras\anen de vector guia
U+ L 2) + (1,8 =

En una traslacion de vector guia U = (2, 1) se
transforma el punto P(3, 6) en el punto P'y 3
continuacién se transforma el punto P’ en una
traslacion de vector guia 7 = (-2, 1) obteniendo
el punto P". Halla el vector guia de I trasacion
sucesiva de estas dos. {Qué coordenadas tendrd
el punto P?

Dada una traslacion de vector guia 0 = (3, ~4)
 otra traslacén de vector guia ¥ = (1, 7t
es el vector guia de la traslacion sucesiva?

Una traslacion sucesiva tiene por vector guia

= (4, 6). Una de Ias traslaciones tiene por vec-
tor quia ¥ = (3, 1), {Cudles son las coordenadas
del vector guia de Ia otra traslacion?

Utilizando la cuadricula y haciendo centro er
| conel angulosefalado en cada e, g o
i e gt et

%0° asis0r

En un sistema de coordenadas cartesianas de

arigen O, dibua el punto P(3, 1). Halla grifica-

‘mente los puntos homélogos y sus coordenadas,

siendo los giros:

) oo ) G,

Dlhuﬁ en un sistema de coordenadas un seg-
o de extremos A(5, 2) y B, 1). Construye

grammenm el segmento homdlogo en un giro

de centro el origen y angulo 90° y sefala las

coordenadas de estos extremos.
im,



ACTIVIDADES

16 Dada la recta r de la figura, construye la recta
homéloga en un giro de centro el punto O y
angulo 45°

Dada la circunferencia de centro C(4, 1)y radio
¥ = 2, representada en la figura, hala gréfica-
mente su homéloga en un giro de centro el or-

gen y dngulo 90° e indica las coordenadas del
centro

En un gio de centro el origen y dngulo ~30°,
halla gréficamente el transformado del punto
A(6,5). {Cudl serd el transformadlo del punto A
en un giro de centro el origen y dngulo 3307
Busca el centro de giro que transforma cada le-
tra en otra igual,

20 Dibuja con regla y compés en una cuadricula un

\gono regular de lado a = 3 y construye gra-

ficamente su transformado en una traslacion de
vector guia 0 = (10, 4),

21 &n la siguiente figura aparece un cuadrilitero.
omprueba si es un paralelogramo. Si no lo es,
debes rectiicar las coordenadas del punto D
para que o sea.

22 Dada la dircunferencia de centro C(7, 4)y radio 5,
aplicle a raslacion de vector guia @ = (5,
£Qué circunferencia se obtiene?

23 Los pueblos de Aguilar y Duero estén separados.

tio Arenills. Sus habi-

tantes quieren construir una carretera que una

los dos pueblos. Si el puente ha de ser perpen-

dicular a las orillas del ri, épodrias indicar gré-

ficamente el camino sabiendo que las distancias

de los pueblos a sus respectivas entradas al
puente son iguales?

m/ <7

&”K\.ﬁﬂ

24 En las siquientes figuras aparecen porciones de
varias cenefas o fiisos. Todos ellos se pueden
construir a partir de una figura simple mediante
traslaciones.

iCuél es la figura minima que da lugar a cada
friso?




ACTIVIDADES

25

N
&

o sguers fgus 5 ven o gaientcs

s de losetas. Indica un camino posible
fon i oee sen orgen 0 4 s losetas Ay B
Enla figura alas traslaciones deben ser horizon-
tales y verticales,
En la figura b las traslaciones deben ser horizon-
tales y oblicuas.

En la figura se representa una piscina. Un joven
se encuentra en el punto Ay quiere i al punto
B cruzando a nado y perpendicularmente la pis-
cina. Tomando cada cuadrado como una unidad
de kngiud, cakuls | ditands mia par ¢
del punto A al punto

o

Representa una circunferencia que tenga su cen-
10 en el origen de coordenadas y un radio igual
a5 unidades. A los puntos de la circunferencia,
aplicales un giro de centro el origen de coorde-
nadas y angulo 90", (Cusles seran las coorde-
nadas de los homologos de los puntos B(~S, 0)

€0, ~5)? (Cudl sera la circunferencia homo-
loga de la dada en todo giro de centro el rigen
y un dngulo cualquiera?

Dibuja un hexagono regular ABCDEF y halla la
figura homéloga en un giro de centro O, centro
del hexégono, y amplitud 60" Si no pusieras le-
tras en los vértices, {podrias distinguir entre ¢l
primer hexégono y su homdlogo? Indica el or-
den y el angulo de la simetria rotacional.

29 Dibuja una circunferencia de centro en O y ra

31

32

dio 3 cm y marca un punto A en ela. Aplicando
sucesivamente giros de 60° se obienen los pun-
tos homelogos 8, C, D, .. {Qué clase de figura
se obtiene al unir sucesivamente esos puntos?
indica el orden de la simetria rotacional de la
figura obtenida

Dada la figura siguiente, dibuja un vector de
traslacion que permita transformar un ciclista en
el otro:

&£

Una traslacion lleva el origen de coordenadas al
punto A, 3). ¢Cusl es el vector guia de fa tras-
lacion? £Con qué vector coincide?

Si el vector guia de una traslacion es el vector

(0, 0), écusles son las coordenadas del punto A’

trasladado del punto A(2, 6)? {Cudl seria la fi-

6 sl e e chcornd de oy
origen si se aplica esta traslacion?

Si una recta es paralela al vector guia de una
traslacion, écudl serd la transformada de la recta
en dicha traslacion?

En una traslacion de vector gui ,3), tha
S5t i i plmaneecs i (que no
se mueva)? &Y alguna rect

Realizamos una traslacén de vector quia U= (1, 8)
Cémo deberd ser el vector guia de otra traslacion
para que al aplicaras sucesivamente los puntos
permanezcan invariantes (no se muevan)?
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ACTIVIDADES

36 Dibuja un triangulo equilétero ABC. (Cudl ha de
ser ¢l angulo de un giro con centro en A que
transforme B en

37 En un giro de centro en O y 4ngulo 30°, thay
algin punto que permanezca invariante, es de-
o, e 0 se mwers e ol gt 1Gud s o
punto transformado del punto 07

38 En un giro de centro en O y angulo 60", thay al-
quna dircunferencia que permanezca invariante?

39 i realizas tres giros consecutivos de centro el
punto O y angulos 45°, 30"y 60', ccual sera el
ingl den nico g aue prodiese o o

40 i a una figura le aplicamos un giro de centro
en 0 y ngulo 120"y a continuacién aplicamos
un nuevo giro de centro en O y angulo a, iqué
valor minimo debe tener para que al realizar los
dos giros la figura permanezca invariante? 46 Dada la figura siguiente, mmwmba quela av‘l-

cacion sucesva de los gros de centro en 0y 0°

_ Y ingul 150 5 una vasocin de veto 250

41 tals 6l o e o s

At 8y B, ) n una sl devecto s
A Comprueba que los vectores A8 y 5 5
son equipolentes. a7

X

Los giros de la siguiente tabla se aplican suce-
: sivamente a un triangulo equilatero ABC, siendo

42 Prueba que en toda traslacion un triangulo cual- 0 el centro del tringulo. Completa la tabla:
quiera ABC y su trasladado A'B'C’ son iguales o
G | 9o
43 Prueba que en cualquier traslacion el ngulo de-
terminado por los vectores AB y AC y sus tras-
ladados A8y AC’ son iguales

48 Los giros de la siguiente tabla se aplican a

44 Dado el cuadrado de vertices 0(0, 0), A3, 0), cuadrado ABCD, siendo O el centro del c
B(3, 3) y C(0,3), halla las coordenadas de su d’ado Completa la tabla:
tadatado en una tashcon de vector guia
= (2.2). £C6mo son ambos cuadrados? o . e
45 e los pavimentos o mosaicos siguientes,indica ‘[“'“‘"
cudl es la figura mas pequefia que mediante L
traslaciones da lugar  todo el pavimento. [0mr




Los mosaicos nos permiten rellenar
un plano repitiendo indefinidamente
una misma figura. Si esa figura
minima es un poligono regular sélo
podremos usar tidngulos,
cuadrados o hexégonos.
Obtendremos mosaicos regulares
como estos tres primeros,

En cambio, si combinas poligonos

muchas veces en paredes, sueos, elc

Las combinaciones posibles son las que
‘combi vértice los siguientes

pollwm
iiesonas g -2 usas
2 octégonos +
ook 1 hexagmvo + 1 cuadlado
B érabes son
maestros en calirafa (e arte

2 cuadrados + 3 rdnguios e e
esta itima puede combinarse deﬁo'aw\ con mosaicos y figuras
de dos formas) vricas. ;Sabes por qué?
L reHg\dn istémica no permite que al
decorar las paredes se reproduzcan
figuras humanas. Nunca verés enlas
mezqitas retratos de Mahoma, como
puedies ver os de Jesucrsto o sus
apésloled en s Iglesias cristanas.
‘Con esa lmitacién, 4c6mo podan
decorar? Pues con belisimas letas,
con motivos vegetales (hojas, flores,
s

troncos..)y con formas geomérica
Mira, por elempo, las figuras nazaries con
L las que estn creados los espectaculares

v
“el pétalo”. y con ellos se crearon
maravilas como esta.




imetriaé en el plano : @
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obtenido A'8'C'D’ de modo que los segmentos AX’
perpendiculares a la recta e y las distancias de ey puntos wrr:spandwemes
a la recta e son iguales; por ejemplo,

La recta e se llama eje de simetria y es mediatriz de los segmentos que

determinan los puntos correspondientes.

Los pares de puntos correspondientes se dice que son puntos simétricos

respecto del eje de simetria

Los cuadrildteros ABCD y A'B'C'D se dice que son figuras simétricas res-
cee

Dos puntos Py P' son siméticos respecto de fa recta e, eje de simetria,
cuando e es mediatriz del segmento PP'.

L= sl o e i 5 s ot P sl s
puntos correspondi homologos.

Eniune sinetis s o segmentos forbioges: son ialesy i I
‘medida de los angulos correspondent
La construccién con regla y compds :)el punto simétrico de P respecto del
eje e s o siguiente:

+ Con centro en P y radio suficiente para que corte al e de simetria se
obtienen los puntos de interseccion A y 8.

« Sin variar el radio y con centro en A y en B, se obiene P
Por ser PAP'B un rombo, el eje de simetria es mediatriz del segmento PP

1 i dibujade
e. Comprobar directamente que los segmentos y los
oo dé Ias dos figuras son iguales.
Se toma como unidad de medida el lado de un cuadrado.
Por el teorema de Pitagoras vemos la igualdad de lados:

Los triangulos ABC y A'B'C’ son iguales por tener Ios lados iguals, luego
los angulos correspondientes también (o son.

sp=p




‘ 2 SIn»eM'atueoqwdenadu‘

“ Simetria respecto del eje de ordenadas

Estas pajaritas son simétricas respecto del eje OY. Obsenva la tabla. éQué
relacion existe entre las coordenadas de los puntos y de sus simétricos?

Coordenadas
de los puntos | de sus simetricos

ammonm

Dos puntos Plx, y) y P'(x’, y') simétricos respecto del eje de ordenadas
tienen sus abscisas opuestas y sus ordenadas iguales.

Las ecuaciones de la simetria respecto del eje OY son: {; = o
+ Simetria respecto del eje de abscisas

Estas pajaritas son siméticas respecto del eje OX. Observa la tabla. éQué
relacion existe entre las coordenadas de los puntos y de sus simétricos?

Y 3 c jas | Coordenadas
de los puntos | de sus simétricos
B A 3,5 A B -5)
= 8 (55 8 (5 -5
G < 63 C 5 -3)
EE AR X | 0 @ o @ -1)
i & £ G £ (5 -1)
F @2 F (4 -2)
"N 6 B [
) H 3.3 W3 -3)
e L@y | v o@-a

Dos puntos P(x, y) y P'(x, y) simétricos respecto del eje de abscisas.
tienen sus abscisas iguales'y sus ordenadas opuestas.
X =x

Las ecuaciones de la simetria respecto del cje OX son: [ wald,

2 Dado el tridngulo de vértices A(-3, 2), B(6, ~1) y (8, 5), halar los.
triangulos simétricos respecto del eje OX y del eje OY.

Tridngulo simétrico respecto de OX:  Triangulo simétrico respecto de OY:
A(-3,-2,806,1)yCE -5 AG 2,816 -1)yC(-8,5)




En esta figura se ha dibujado el cuadriltero AB i de &l hemos

obtenido A'B'C’D" de mado que los seg B asan

todos por un punto O y las dmarmas de los puntos mrrespanmemes al
[y

punto O son iguales; por ejemplo, OA =
[ (3
A
i n
o 7 _
<

L pint O e B cont 4 svtila e unta medio d o segmertos

que determinan los puntos correspondien

Los gares de s corespondentes e dn(s que son puntos simétricos
especto del centro de simetr

Los cuadiliteros ABCD y A'B'C'D' se dice que son figuras simétricas res-

pecto del centro O

Dos purtos Py P son smitics respecto de cento de simetia O
o et e

La simetria msmn de un punto se llama también simetria central, y
los puntos correspondientes, homélogos.

En una simetria centra, los segmentos homologos son iguales y la medida
de los 4ngulos correspondientes también son iguales.

La consrucén.con el y compds de paro s de P respecn o
tro O es consecuencia de la definicion. Se hace asi:
. Se traza la recta PO,

+ Con centro en O y radio OP se traza un arco que corta a la recta OP y
determina P'; P' es el punto simétrico de P.

3 En la cuadricula del margen se ha dibujado un triangulo y su simétrico
respecto del centro 0. Comprobar directamente que los segmentos y
los angulos homélogos son iguales.

Se toma como unidad de medida el lado de un cuadrado.

Utilizando el teorema de Pitagoras, se tiene:

AB=AB =\/4716=1/20

BC=BC=VaT4-VE

CA=CA=6

Por tanto os triangulos ABC y A'BC" so iguales,y por se os tridngulos
iguales también lo son los angulos correspondientes.

SPI=.

P

()

=




1
4 Simetria central y coordenadas

v, Bixy)

Estas pajaritas son simétricas respecto del centro O. Obsenva la tabla. (Qué
relacion existe entre las coordenadas de los puntos y de sus simétricos?

s | Coordenadas
de los puntos | de sus simétricos

Para pasar de un punto a su simétrico se cambia el signo de las coorde-
nadas. Por tanto, de P(x, y) se pasa a P'(—x, )

Dos puntos Plx, ) y P/(X, y') siméricos respecto del origen de coor-
denadas tienen sus abscisas y ordenadas opuestas.
Las ecuaciones de la simetria central son: [; o

=T,

4 Dado el tridngulo de vertices A(-3, 2), B(6, ~1) y c(s. 5), hallar el
triangulo simétrico respecto del origen de coordenadas.
Las coordenadas de los vértices del trisngulo simeétrico, AB'C’, son:
Punto simétrico de A(-3, 2 A'G, -2)
Punto simétrico de B(6, ~1): B'(-6, 1)
Punto simétrico de C(8, 5):  C'(-8, -5)

5 Encontrar las parejas de triangulos que son simétricos respecto del
origen de coordenadas:
a) A(1, 3), B(-2, 1), €(1, ~1)
b) A(=3, ), B(-2, 2), C(-5, =1)
© Al4, -3), B2, -2), €3, -5)
d) A(-3, -4), B(-2, -2), C(-5, 1)
©) A, 4), B2, 2), C(5, 1)
o

) A3 82, 2, €, -9

Las parejas de triangulos smétricos son las siguientes:
aygicyf

 triangulo b y el h no son simétricos de ningdn tridngulo.




1
5 Ejes y centro de simetria en las figuras

“ Ejes de simetria

Hasta aqui hemos visto como se construye una figura simétrica de otra
Ahora vamos a ver si una figura se puede construir por simetria a partir de
una parte de la misma

i doblésemos esta fotografia por la recta que hemos trazado, las dos par-
tes en que queda dividida la mariposa coincidirian

La recta e se lama eje de simetria de la figura. Los puntos que se co-
responden al doblar son simétricos.

Una figura puede tener més de un eje de simetria. Por ejemplo, en un
cuadrado hay cuatro ejes de simetria: las dos diagonales y las dos rectas
que unen los puntos medios de los lados,

esa recta cada punto de la figura tiene su simétrico en ella.

# Centro de simetria

En esta circunferencia hemos trazado varios dimetros. Los extremos de los
didmetros, Ay A", By B', .. son simétricos respecto del centro, ya que son
puntos que equidistan del centro y estan alineados. Todo punto de la cir
cunferencia tiene su simeétrico respecto del centro en la misma circunferen-
cia. También el circulo tiene por centro de simetria el centro.

n la circunferendia, su centro es centro de simetria

Una figura con centro de simetria es simétrica de ella misma con respecto
a ese punto.

€l cuadrado tiene por centro de simetria el punto O.

Un punto es centro de simetria de una figura si en la simetria respecto
de ese punto cada punto de la figura

e su simétrico en ella.

6 Comprobar, ando los simétricos de los vértices, que las diagona-
e i o o ejes de simetri
En la figura, el punto simétrico del vértice A es el punto A’ que o per-
tenece al romboide; luego la diagonal 8D o es eje de simetria
£l punto simétrico del vértice D es el punto D' que no pertenece al rom-
boide; luego la diagonal AC o es efe de simetria.
Se puede comprobar que al doblar I figura por una diagonal fas dos
tades no coinciden.

Los puntos A y C son simétricos respecto del eje BD. L o @
Los puntos M y P son simétricos respecto del eje NQ.
= | v
| I Una recta es je de simetria de una figura si en la simetria respecto de e
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RESOLUCION DE PROBLEMAS

raresolver un pro
+ Dibujar fa stuacion.

+ Utilzar figuras simétticas.

+ Resolver el problema con Ia figura simétrica.

PrROBLEMA
b

Los pueblos de Villanueva y Mifin se encuentran situados a la misma
orilla de un tramo recto del rio Nela. Un pastor quiere llevar un rebario
de ovejas de Villanueva a Mifion y de paso acercarse al rio para dar de
beber al ganado. ¢Cudl es el camino mds corto?

| DIBUJAR LA SITUACION

« 5e realiza un dibujo esquemtico que represente la situacidn del proble-
ma y sobre é se prueban varios caminos.

Vilanueva

UTiLiZAR FIGURAS.
| SIMETRICAS

ve

RESOLVER CON LA FIGURA
| SIMETRICA

# Ahora hay que averiguar en qué lugar de la recta se encuentra el punto
P en el que el ganado beberd agu
Por tratarse de una simetrs, a rect 5 medlatiz del segmento WV,
por lo que todos Ios puntos de la recta equidistan de M y M’ esto s
PM = PV Luego, al ser VP comun, el camino VPM es igual al VPM"
v

Pero el camino més corto entre \Ds s:puntes Vy M es la linea
Entonces P es la interseccion de ry
v

De todo ello se condluye que el camino mis corto es VPM.




ANCHT Vi

1 Halla las coordenadas de los puntos simétricos
Alt, ~2), B3, 8), C(=3, 5) y D=1, 15) res-
de

2) Eje de abscisas OX.
b) Eje de ordenadas OY.
) Origen de coordenadss.

2 Halla el segmento simétrico de AB determinado
por los puntos A(2, 3) y B(5, 1) respecto del eje
de ordenadas y comprueba que AB y su simé-
trico A’ son iguales.

3 Dibuja el triangulo simétrico de ABO dado por

~1), B(=5, 2) y 0(0, 0) respecto del ori-

gen de coordenadas. {Como son los lados de
ambos tridngulos? ¢Y los triangulos?

4 Dibuja en cada caso el simétrico de los puntos
indicados respecto de la recta m:

a) b)

) Al )

) o

5 Dibuja las figuras simétricas respecto del eje e

!

6 Dibuja las figuras simétricas de las pajaritas res-
pecto del eje de simetria e:

7 Dada la circunferencia de centro (-7, 4)y radio

5, dibuja su simétrica respecto del eje de orde-
nadas, del eje de abscisas y del origen de coor-
denadas.

8 Indica en las siguientes figuras cusles son ejes
de simetria y cudles no:
N LY
g
[} c 8 <
0

9 9 5

[ M| T ]

|

L N

B B c

Marca en el plano dos puntos Py P' cusles-
quiera, Dibuja:

a) El efe respecto al que son simétricos.

b) Bl centro respecto al que son simétricos.

0 Dibuja los paralelogramos romboide, rombo,
rectingulo y cuadrado y traza en cada uno de
o o posiles gjs y entros e st

Dibuja con regla y compés el eje de simetria de.
in dngulo
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ACTI VI

D ADES

| 12 Dibuja el segmento determinado por los puntos
A3, 1) y B(4, 6) y halla su simetrico respecto
del i dé ordenadas, el se o abscis y de
origen de coordenadas.

13 Estas figuras son partes de escudos de casas
antiguas. Se han partido por su eje de simetria
Reconstruye los escudos indicando as parejas

que hay que reuni

14 Completa las siguientes graficas para que sean:
2) Simétricas respecto del eje de ordenads.

v i

15 Copia ls figuras y dibuja los ejes de simetria

8 b
~\

En un cuadrado se ha trazado una recta que
pasa por su centro de simetria. Razona que las
dos partes en que ha quedado dividida Ia figura
son iguales.

17 Euciides (aprox, 300 a.C) enuncid las leyes de |
reflexion de la luz sobre un espejo plano. Herén
de lndi, 400 afos despues, afim algo
més sencilo: «La luz ha de tomar siempre el c-
mino mis corton, Siviendote de est e, hals
en qué punto del espejo se ha de reflejar un rayo
de uz que parte del punto A para que después
llegue a

Espejo [




ACTIVI

D ADES

18 Pepe y Luis estan jugando al billar. En un deter-
minado momento las bolas se encuentran en las
posiciones indicadas por el dibujo. Indica el ca-

mino que debe seguir a bola A para que rebo-
tando en la banda MQ golpee  a bola B

™M Q

N 3

19 Enestaotra muatmn indica el camino que debe
prgtcCboleh st s
N golpes 12 b0

20 Dos amigos estan situados en los puntos P y Q,
respectivamente. {Cudl es el camino mis corto
uehan de recoms pors encontane, Iemendo

3

¢y desde all hacer unas senles? (Los tramos de
tio y carretera se consideran rectos)

21 Demuestra por simetria que la recta que pasa
por el centro de un paralelogramo divide a este
en dos partes iguales.

22 i calculamos Ia figura simétrica de una figura
respecto de un eje y a continuacion la simétrica
de esta ltima respecto del mismo eje, ¢qué fi-
gura se obtiene? {Ocurre lo mismo si 2 simetria
es respecto a un punto?

Qué ejes de simetria tiene un segmento AB?
iCusl es su centro de simetria?

Un alumno dibuja el segmento simétrico de AB,
de 4 c, espect de un e de Smetfay ob-

presa que es el mismo segmento,
aio e of oden de o puntosesth cambiad
iCudl es el eje?

En una simetria central, {qué puntos se trans-
forman en si mismos? En una simetria axial,
iqué puntos se transforman en si mismos

2Por donde tiene que pasar el eje de simetria de
una circunferencia para que se transforme en si
misma?

27 Dibuja un sistema de coordenadas cartesianas.

2) {Qué puntos del plano no et v
como centro de simetria e orige

b) ¢Qué puntos del plano no varian si se toma
<omo eje de simetra el de ordenadas?

) {Qué puntos del plano no varian si se toma
<omo eje de simetra el de abscisas?

Un alumno dice que en un triangulo equilitero
los ejes de simetria son las mediatrices, otro que
las alturas, otro que las bisectrices y, finalmente,
un cuarto que las medianas. ¢Quién tiene razon?

Un s e Tods s pokoos egares
tienen tantos ejes de simetria como lade
Comprubalo paa ¢ tidngul, cuadrado, po
tagono y hexdgono regulares,
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ACTIVIDADES

36 La figura representa en un sistema de coorde-
Dl et i ain e s o e
bola. Compru simétrica respecto de
30 Halla las coordenadas de los puntos simétricos algin eje u(\hzanda 11 sciacones e s coon
de P(1, ~2), Q(3, 8) y R(-3, 5) respecto del cen-
tro de simetria C(1,

31 Halla las coordenadas de los puntos
de A(1, 2), B3, 8) y C(3, 5) respecto del qe d! f=x
simetra paralelo al eje de abscisas y que pasa
por el punto P(1, 1)

32 Representa los puntos A(1, 3), B(3, 5) y C(6, 4)
i

y hall sus simericos respecto del eje de simetria o 1 x
paralelu al eje de ordenadas y que pasa por el
punto P2, 1).
37 tnla pared iema d o s o o ot
33 Pmeba que el punto de corte de las diagonales 1al se ve una gota de miel a borde!
un romboide es el centro de simetria de dicha superior de la vasua En la paved Exlema, en el
ﬁgu punto diametralmente opuesto a la gota de
i, s b posadours ce, LSablas i
34 Aqui tienes una sucesion de figuras. (Cudl es la a la mosca el camino mas rto para llegar a la.
Siiiente? gota de miel andando?

uan\mdemmesmmysudiimum, 20em.
M3,

35 Enla figura aparece represerwada una :uwa que
se llama hipérbola equil;
simétrica respecto del ongen it Iix e
ciones de la simetra

38 La felicitacion simétrica. (Cudl es el eje de s
metria?

chiee!
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MATEMATICAS

Un par de hojas de papel
nomal, usa de papel carbdn, un
boligrafo y un espejo es odo lo que
necesitas paa llevr a caba un curioso
/ oxperimento que te pemitrs enviar tus propios.
mensajes casisecretos

|/ Ponta boja de papel can co acara ue mancha racia
ariba

(Coloca sobre el as dos cuartlas nommales, una
encima de ota. Escribe el mensajo con un boligrafo en a
primera; Cuando Hayas acabado retiaa y coge la segunda, |

| Verds que por su cara inferior ha quedado escrito ef mensaje, |

pero.. ol revés!
\ Mudstraselo a alguen que o sepa qué dice ef mensaje y /1
verds G6mo ol es nad féci interprearlo, sobre todo
situleta &5 un poco enrevesada, Entonces.
406m se puede descira sin dicutad? A
May sencilo:pon el mensafe frnte a
un ospefo .. fhale op!
—

]

izquierda.

La raz6n es muy sencli: o
imagen que nos devuelve el
‘espejo es simétrica de la real

T Cuando

§f exectaments gz o
466l 0 crtd,
de antn s,
espep

Aunag
nade.. 3Y tG?

e —

a‘w

estn dispuestas de

|
sgos, [
forma

vemos ung

mexi n

ot g oo, 08155 b aprecir of e

champe 15 8. Peo s tlnescportgat 1o

vartas cisecadas en alguna cofpocit e
edaris

especies, b simetra

il Nl las dos alas

¥ nosotros,

£50mos simétricos?
podia decir

Casi simétricos, it

La parte derechy

2quierdo; nues

o S s e e 0os s e
s xdﬂlumﬁm,, * COMO serias si

18 1000 de 1y ostry SxaClaents iaies? Cogo ‘

e seruna toma

ie)
Por la linea central que atraviesa. lui."m
2bora 2cercauna do s e " |
Personas cambian Mucho, otras. apenas




N

El volt de un cubo es 600 cm’.
sean el doble? &Y si fueran la mitad?

La diagonal de un rectangulo mide 26 cm, y el perimetro, 68 cm. Halla
los lados del recténgulo.

Las dimensiones de un ortoedro son proporcionales a los nimeros 3, 4 y
12y su suma es 76 m. Hallalas dimensiones y la medida de la diagonal.

Se corta una piramide por un plano paralelo a fa base.

3) ¢Como se llaman los poliedros resulantes?

b) ¢El tronco de piramide es un poliedro? ¢Por qué?

) Halla cudntas cars, aisas y vértices tiene un tronco de pirémide de base
un hexagono. Cumple la relacion de Euler?

n Ia siguiente figura se muestra un cartan con el que se quiere construir
un ortoedro doblando convenientemente por fas rayas.

2) Indica cusles de los recténgulos sefalados con nimeros son caras paralelas.
b) Calcula el drea de la caja.
0 Galeula el volumen de la caja

30 em| 50cm

a0em(1 [ 3 L G

ELuido conterido ¢ un e clindic de 10 cm de didmetro slcanza
e altura; se vierte eta graduada de 6 cm de didmetro,
lqué bl o liquido en la pmheh

La gran pirémide de Keops es una piramide regular de base cuadrada. £
loco de'a base mide 330 m, y la altura, 146 m. Suponiendo que la
piramide de Keops fuera perfecta:

3) Calcula 3u volumen.
b) Calcula el drea de una de las caras.

£ una probeta graduada (forma cilndrica) de 12 cm de diémetro se in-
troduce una piedra de modo que la altura del agua sube 5 cm. iCudl es
el volumen de la piedra?

Se introduce una bola de acero en una probeta graduada y vemos que el
agua desalojada es 942 c’. ¢Cuanto mide el radio de la bola?




oam
11 e corta una sandia perfectamente esférica en 8 rajas iguales.
a) ECudntas cufias se forman?
b) éQué angulo forman los planos que determinan las cufias?
)il peso dela sandia es 4 kg, écudnto pesa cada trozo de sandia?
12 La atitud de un punto A de la Tierra es 60° Norte, y su longitud, 40° Este.
iCusles son las coordenadas geogréficas del punto B que estd en las anti-
podas del punto A7

13 Dado el recténgulo de vértices ABCD, mmp\ela las siguientes igualdades:
=28

Los vértices de un decégono convexo, icuintos vectores determinan? Si
resulta dificultosa Ia resolucién, comienza por casos mds sencilos, por
ejemplo el triangulo, cuadrado..., y generaliza uego.

415 Sean A, B, C, D, E y F los vértices de un hexagono regular. Expresa los
vectores de las diagonales como suma de los vectores AB y AF.

16 A continuacion se han escrito las letras del abecedario:
ABCDEFGHIJKLMNNOPQRSTUVWXYZ
3) (Cuiles tinen e de simetria? Cusntas son?
b) éCudles tienen centro de simetria? ¢Cudntas son?
©) Cudles tienen dos ejes de simetria? {Cuantas son?
d) ¢Cusles tienen infinitos ejes de simetria? ¢Cuantas son?
) éCules no tienen centro i ejes de simetria? ¢Cuéntas son?

17 icusl es la figura transformada por una simetria central de una recta que
sa por el centro de simetria? £Y si no pasa por el centro de simetria?
Razona sobre una figura apropiada.

18 Halla los puntos homologos de los pums MG, 4), N2, ~3) y R(O, 4) en
un giro de centro el oigen y angulo -

o,
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4 Relaciones dadas por tablas
n una dlase de laboratorio un alumno ha medido la temperatura de un
liquido sequn se calentaba. Los resultados del experimento los anotaba en
la siguiente tabla de temperatura-tiempo:

[ Tiempo (min) o] [ 2] 3 [Cfiws
[empentimce | 0 |2 [ |32 | . |y |

La temperatura del liquido depende del tiempo que se esté calentando.
Biste una relacion entre las magnitudes tiempo y temperatura.

 Relaciones dadas por una grafica

fi i) e e de i gt 4 obsenvatorio a
lo n da de indamo. A ot de o rdlc e ) deriar
Teacion enre I temperatur y s hors. Por fempi, s emperaurs i
Tt vt Alcady It i e 1 oo, 318 e, 3o 908
de la tarde (14.00 horas).
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Las gréficas dan una vision intuitiva de s relacion entre dos magnitudes y
el comportamiento de una magnitud en funcion de la otra.

# Relaciones dadas por formulas

Muchas de las relaciones entre magnitudes que se presentan en la practica

vienen dadas por expresiones algebraicas.

* € vohmen () de un o depende de s lngid () de b arta. La
férmula que relaciona ambas magnitudes

+ Si el precio de 1 kg de naranjas es 0,60 euros, el coste (C) de la compra
de naranjas depende dl nimero (0 de Kiogramos. L fomua e re
laciona ambas magnitudes es C = 0,60

« £ epac o) rconido e el e do n o depde dl e
)y viene dado, aproximadamente, por la formula e =

n estos ejemplos conocemos la relacion entre dos magmmdes y el com-

portamiento de una magnitud en funcion de la otra

Las relaciones entre magnitudes en matematicas determinan funciones.

Para indicar que una magnitud (y) depende o es funcion de otra () se
utiliza la notacién y = (x), que se lee «y es funcidn de x.

5 3
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2D Funciones: definicion

44—

i se conoce el lado de un cuadrado, x, su drea, A, se puede expresar por
Ia férmula A = x* 0 también asi: AlX) = ', para indicar que el drea depende
del valor del lado, x.

Si no nos referimos a una magnitud concreta, se escribe f(x) = x
En una calculadora esta fun(mn viene dada por Ia tecla de la figura. Si
se introduce un valor en la pantalla, pulsando la tecla aparece otro. En
s siuietes figures < ndica Ia cortespondendia daca par (a formula
(0 = ¥, Ia tabla de valores y la grafica

v
x [ wi=x

1 1 By UE
- 4 g

3 9 -
il . 3/

7 7

2 4 /

2 16 /

) 1 Dominio X

Una funcién es una relacién entre dos conjuntos de nimeros, de modo
que a cada valor del primero le corresponde un Ginico valor del segundo.

Las funciones son como Jas méquinas en las que se introduce un elemento,
x, y devuelven otro valor, y, que también se designa f(x)

La entrada x es a variable independiente.

Las entradas validas forman el dominio y es.el conjunto de los valores
posibles de la variable independiente.

Se designa por Dom f.

La salida y o (x) es la variable dependiente.

Las salidas validas forman el recorrido y es el conjunto de los valores po-
sibles de la variable dependiente.

Se designa por f(D).

En la representacion grafica de una funcion el dominio es una parte del
eje de abscisas y el recorrido del eje de ordenadas.

1 Indicar el dominio de las funciones f(x) = ~3x + 2y gix) = \/x
El dominio de a funcion f(x) = ~3x + 2 es el conjunto de valores que se
puede dar a x y coincide con los nimeros ma\es ¥, ya que para cualquier
nimero a existe el valor numérico f(a) = ~
La funcién g(x) = \/x tiene como dominio los nimeros reales postivos y
el cero, ya que para x < 0 no tiene sentido




Un enfermo en la UVI est conectado a un aparato que marca su tempe-
ratura en cada instante. La gréfica obtenida durante un dia ha sido a si-
guiente

40
39
38
37
36
35

Temperatura (-C)

0 2 4 & 8 10

12 14 16 18 20 22 24
Horadelcia
Observando la gréfica vemos que la temperatura ha variado mucho a fo
largo de ese dia. Esta variacion permite preguntarnos sobre la temperatura:
iCuéndo ha subido la fiebre? ¢Cuando ha bajado? ¢En qué hora ha sido
minima? ¢En qué hora ha sido maxima?
La variacién de la temperatura entre dos horas cualesaquiera es la diferencia
correspondiente entre las temperaturas. Por ejemplo, la variacién entre las
| 14.00 ¥ 20.00 horas ha sido de 6°. Esta diferencia se llama tasa de varia-
| cién
En una persona normal la tasa de variacion es casi nula.
| £n el margen ests representada la funcien f) = x°
de variacion entre algunos puntos,
|+ Cusl es la variacion de la funcion desde x = 1 hasta x = 27
| Lo gréfica muestra que el aumento al pasar desde el punto A al punto 8
| o o3 uricscen o e

Veamos cudl es la tasa

f2) =) =a-1=3
+ &Cuél s la variacidn al pasar desde el punto C al punto A?
La funcién ha experimentado una disminucién de 3 unidades, ya que:
‘ 1) -K-2)=1-4=-3
|+ ¢Cusl es la variacion desde C a 87
La variacién de la funcidn ha sido nula, ya que
-2 -f=4-4=0

La tasa de variacion de una funcion f(x) en el intervalo [a, b] s igual
al valor que toma en el punto b menos el valor que toma en el punto
a. Se designa por TVla, b].

2 La gréfica de la funcion muestra el consumo en litros/100 km de un
coche segin su velocidad. Halar a tasa de variacion en los intervalos
de velocidad [20, 80}, 80, 140].

V20,80 = 5 - 8 = -3 litro100 km
TVI80, 140] = 12 = 5 = 7 ltros/100 km

£l intervalo [a, b] contiene to-
dos los ndi
iguales que a y menares o
quales que.
Longitud del intervalo = b ~ o.
Recuerda que en [o,b] debe ser

Tz




4 continuidad de funciones

ESTATURA VEDIOA
v

e (kv

e

Esta figura muestra la variacion de la temperatura en un dia de invierno
La variacién de la gréfica es continua sin saltos bruscos que ompan la
qrafica, ya que es imposible, por ejemplo, que salte de 10°a 15° sin pasar
por los valores de fas temperaturas intermedias.

Las fuciones aue tenen et carsctrics rfca se faman funciones
on

La mayori de losproceso de I naturaleza venen dados por funciones
continugs. Por fampl, o funcon que da el peso de ua persons ¢
periodo de tiempo es una funcion continua.

La funcién representada en el margen da la altura de una persona desde
su nacimiento hasta los 20 afos. Puesto que el crecimiento es un proceso
continuo, a un pequefio aumento en el tiempo le corresponde un pequefio
aumento en la estatura. Esta gréfica no tiene saltos y podemos afirmar que
se trata de una funcion continua,

n la sequnda figura del margen se muestra el coste del envio de un pa-
quete por una agencia segin su peso. De 1 a 5 kg, sea cual sea el peso,
cuesta 2 euros, de 5 a 6 kg, 2,50 euros, etc

Como se ve en la gréfica, el coste o tiene una variacion continua segin
el peso. La grafica estd urotas en los pesos 5 kg, 6 kg, 7 kg, en los que;
hay un salto en el coste del envio, Por muy pequeio que sea un intervalo
que contenga 6 kg, la tasa de variacion sers de 0,50 euros

Cuando sucede esto se dice que la funcién es discontinua en esos valores:
Admitimos ahora una definicion intuitiva de continuidad. En los cursos si
quientes se formalizar esta definicion.

Una funcion es continua cuando la grifica no presenta sal
aulile sty g pirs clskules ineelo g longitu s ap
.0 la tasa de variacion también se aproximara a

3 La gréfica de la funcién (ver figura) coincide con los puntos de la
¥ =x+1, 5alvo en x = 1 que vale 3. {Es continua?

Obsenvando la grafica se ve que en x =
cipio se puede decir que es discontinua.
— i legimos el intervalo [0,; 1] Ia tasa de variacién se aproxima a 1.
—si uegm.m el iteralo [0.99; 1] la tas de variacién se apoxima &
0, podemos decir quea

1a fundén estd arota» y en

Como
o Gy < 1




5 Crecimiento y deaecimlenw.‘
de funciones

€l dibujo representa el perfl de una montafia rusa de un parque de atrac-
ciones, Tanto la distancia horizontal como la vertical estén dadas en metros.

A D
C E G
= :
G 8 0 o
i) = grama muesa i médin las

posibles anomalis del corazon
La variacion de la altura de la vagoneta muestra si sube o baja i gpucin
La vagoneta baja cuando va de A a Cy de D a E.

La vagoneta sube cuando va de CaDy de E a G.

En las siguientes figuras formalizamos esta idea de subida o bajada para

una funcion:
@ @y
of g P EEET gt 3|
Lo valores que toma la fundién Los velores que toma o funcon Los valores que toma la funcion
10 s0n cada vz mayores ) s0n igual fx) son cada vez menores.
La tasa de variacion es posita. i it e La tasa de variacion es negativa.
La funcién es creciente. La funcidn es constante. La funcién es decreciente.

Una funcién fix) es:

« creciente en un intenvalo si para todo par de valores del mismo la
tasa de variacion es positiva;

* dereiente en un ntenalo i para todo ar de vloes delmismo o
tasa de variacion es negs

4 En el margen se ha dibujado la grafica de la funcion -
Qg (e e ox taoas) s it
reciente o decreciente.

Intervalo decreciente: (-
Intervalo creciente: (-
Intervalo decreciente: (0, \)
Intervalo creciente: (1, +)

-|)




6 Maximos y minimos alisclllm:ps.1
Maximos y minimos relativos
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La comparacion de un punto de una funcion con los que se encuentran
préximos a é permite definr los puntos maximos y minimos de la funcion.

4 Maximos y minimos absolutos
La grafica del margen representa la variacion de la temperatura en un ob-
servatorio meteorologico a [0 largo de un dia de invierno
2Cudl fue la temperatura méxima? ¢Cudl fue la minima?
Observando la grafica es facil responder:
— La temperatura minima se alcanza en el punto A a las cuatro de la
manana y es de 6 grados bajo cero.
Este valor se llama minimo absoluto de la funcién.
— La temperatura maxima se alcanza en el punto 8 a las 14.00 horas y
es de 16 grados sobre cero.
Este valor se lama méximo absoluto de fa funcion.

Una funcion f(x) tiene en x = 3 un punto maximo (minimo) absoluto
si los valores que toma la funcién son todos menores (mayores) que él.

% Maximos y minimos relativos
L grfica del margen reresnta variacio de 1 temperatura de un sk
no enfermo a lo largo de cuatro d
£En qué horas de estos dias alcanzaba mayor o menor fiebre?
Observando la gréfica, la respuesta es
* En los puntos A B,y C e alcanzan los mayores valores con relacin a
05 que estan préximos a ellos, que
Estos valores se Ilaman maximos relativos.
* 6 los punto M, Ny P se alcanzan los merores vaores con relacion 8
os que estan proximos a ellos, que son mayor
Estos valores se llaman minimos relativos.

Una funcién f(x) tiene en x = a un punto:

*+ maximo relativo si los valores préximos a él que toma la funcién
menores;

o + minimo relativo si los valores proximos a él que toma la funcion
mayores.

5 Lafig
@ qué oras se mide la maxima pmhndldad'l o s o i
nima
La méxima profundidad se alcanza a las 1.00 y 13.30 horas. Obsena
aqui el mximo valor se alcanza dos veces.

La minima profundidad se kanza a Ias .00y a I 19.30 horas.

7



Ilsmviu ¥ periodicidad

 Simetria respecto del eje de ordenadas

% | s gréficade la funcion y = %, 0 fix) = X, tiene
como e de smetra of e de érdenadas O

‘ Los puntos Ay A", By B, C y C' son simetricos
|
|

respecto de OV.
El punto O es simétrico de si mismo.

i doblasemos esta grdfica por el eje OY, las dos
partes en que queda dividida coincidirian

1 Un punto cualquiera de Ia gréfica, P, ¥, tiene como
simético P/(~x, x) que también esté en la orfica

Una funcén i) s simética respecto del e de ordenadas cuando
a todo x del dominio toma el mismo valor en x y en
= Simetria respecto del origen

La gréfica de la funcién y = ¥, 0 0 = X, tiene
como centro de simetria el rigen de coordenadas O

Los puntos A y A', By B' son simétricos respecto
del centro O,

€l punto O es simétrico de s mismo.

Un punto cualquiera de \a gmm Pix, ), tiene
como simétrico el punto ), que también
estd en la gréfica,

del dominio toma valores opuestos en x y.

l Una funcion ) e simétrica respect del oigen cuando pra todo x
en -

+ Funciones periodicas

n una noria de feria, una persona que va montada vuelve  tomar las
mismas posiciones respecto al suelo que en la primera vuelta, En la fig. 2
s ve la grafica aproximada descrita en res vueltas. La grafca de la funcién
se repite por intervalos. Las funciones que tienen este comportamiento se
laman penndr:as

N/
A A

N/

T
==

Una fancion & parbdica s e un nmero T distino de ceto, alae. | | R0 a0 |

fx +T) = 2, para todo x.

‘ 221



RESOLUCION DE PROBLEMAS

Para resolver un pr

+ Hacer una tabla de valores.
+ Representar estos valores en una gréfica
+ Utiizar la tabla o la grafica de la funcion.

| PRoBLEMA

Don Cosme acaba de comprar un coche que le ha costado 19500 €
Por una revta de autemdvies ha ssbido que ete mara se dopecia

a un ritmo de un 20 % anual. Pasado el tiempo quiere venderlo y le
dan 5200 euros. unlrlanda esta depreciacion. ¢Cudntos arios han trans-
currido?

| Hacer un TABLA

# Para empezar haremos una tabla del precio_del coche al final de los
sucesivos aios utiizando la depreciacion del 20 %

Tiempo (afos) recio (6) ]
A siee | 19500
o de un ano 19500 08 = 15600
Al o o s es 15600 x08- 12480 |
Al cabio e re anos 12480 x 08 - 9584
Al caio de cuaro aios 9984 x08- 798720
Al caio de cnco 3ics 798720 x 08 = 638976
Al cabo de ses anos 638976 % 08 = 511180
| REPRESENTAR LA GRAFICA || ¢ La representacion gréfca de T —

esta tabla es la siguiente

T s

ERNEI)

RESOLVER EL PROBLEMA
POR TABLAS

+ Para resolver el problema se puede utizar la tabla anterior

Vemos que el coche debe venderse en el sexto afo, ya que al final
o e sproRadamants 5 2061¢

RESOLVER EL PROBLEMA
_POR GRAFICAS

+ Conocemos la gréfica de la funcion de depreciacién del coche.

+ El problema se resuelve ahora buscando un punto de la gréfica
ordenada valga 5200 €

« Para elo basta trazar una recta paralela al eje OX cuya ordenada
5200 €.

- Esta recta y la gréfica se cortan en un punto P cuya abscisa corr
al tiempo transcurrido. Como vemos, coincide casi con 5 afos y




ACTIVIDADES

7 Dadas las funciones f( 5 o 11 =~ ndka
los intervalos de creci o y
s ot ks s il

1 Dada la funcion 1) que asoca a cada nimero
real su doble:
2 Escribe a expresicn de I funcion B R et g Y oty
) Calaa (1), 1), 16, .
o Indica cusl es su dominio y recorrido, fio)
515
2 Dada la tabla: it
e
9 LEn qué intenclos la funcion es crecente o de
e creciente’
(apresnta etos puntosen un sttt de <00t ) i, s eiten, of i y el miimo abso-
st el cancin e s o ok
VE‘MIUHB las variables x e y. : .
) Indica, si existe, algin méximo o minimo rela-
i

3 Escribe el dominio y el recorrido de las funciones
cuyes grafcas son:

@ " 9 Estudia la simetria de las siuientes funciones:

fuii

4 Halla el dominio de las funciones

a) fix) = 2 o fw

b) ) = x' 9 fix =

¥-16

5 Halla la tasa de vanmen de la funcion B
) = % £ 1 en los intenvalos [0, 3], [3, 5], 10 Estudia cusles de las siguientes funciones son si-
métrcas respecto del eje de ordenadas o res-

-3, -4, AES cons'anu la tasa de variacion?
pecto del origen:

9 ) =x—x+1

6 Estudia la continuidad de las siguiente funcio-
&) i) =x-x-3

-
=

Bl s 0 1, W o
cia a cada ndmero positivo Ia parte deci

implogal minero 236 e Corepande 41 o
dibujo 0,34. {Qué tipo de funcion es?




12 Un estudio médico muestra cémo crece un bebé
e de e scgin ol mesde gestacin o que
e encuentra su madre, proporcionando la si-

bla:

quente
o, 2|3 4| sl 6| 7|8|s
Longiud
o alss|2e| 20|34 |38 | @2

Representa la grafica de la longitud en funcién
dela edad,

13l gasto de gasolina segin los kilometros reco-
rridos por un coche viene dado por la siguiente
tabla:

Espacio: e
|l el
: T
Gasolina: G
F ofzs| 7105 14|15
2) Escribe a expresén de la funcién Gle)
b) Caleula G(300), G(400), G(450).
) Representa la grafica de la funcién. ¢{Qué figu-
14 Cuando Gema estuvo enferma le tomaban la

temperatura cuatro veces al dia, obteniendo los
ks e, presedancs en ) S -
grar

El s wmde unir dichos puntos? ¢Es continua

b LQue dm 4.2k o i W epeatia k-
xima? &Y fa
9 LCules on o e en s que la fiebre
crecia? &Y cusndo decrecia?

1

-
®

7

se qmem construir_un
foma_ciin-
ig-

G de 2 m o
metro, Expresa el volu-
‘men del agua que cabe
en el pozo en funcion
de su profundidad x.

Gioin qure comprar un coche: ine, muy
dlaro ¢l modelo sabe si comprarlo de
goolna o desdl € pimero ussta 13000 € y
el sequndo, 12100 €. EI precio de la gasolina es
de 0,84 ¢/ltr, y el del gasdleo, 0,60 €fitro. Da
la funcién que relaciona el coste (precio del co-
che s predo gl combusthle on el nimero
e Mt par o o

Cada paso de una Ilimada telefénica cuesta 0,10
euros y cada uno de elos dura 1 minuto. Dibuja
Ia gréfica que indica g
menos de 5 minutos. {En qué puntos es discon-
tinua?

s b rdfica que indcs o costede -
rera de taxi de 3 km, sabiendo que cadk

coesa 05 ¢ y la bajads de bandera icl
1 € (Es creciente la funcién? ¢Es continua la
funcién?

La siguiente figura muestra la variacion del vo-
temperatura variz.

umen del agua cuando la

desde 0° C:

3) £En qué intenvalo el volumen decrece? ZEn.
crece?

b) ¢A qué temperatura el volumen del agua e
nimo?

) iPara qué temperaturas alcanza el mismo
men?




ACTIVIDADES

20 La siguiente figura muestra la gréfica de la dis- 23 Las cisternas de unos aseos pubb:o; se descar-
tancia de un alumno a su casa a partir de un gan cada minuto. Dibuja en el intevalo de
momento dado: Sempo 1, 4 cul sra la gréfa de la funcion

que representa el volumen de agua en cada ins-

tante. ¢Qué tipo de funcion es?

24 Un corredor se prepara para las olimpiadas. Co-
1re los 100 metros fisos y vuelve andando al lu-
gar de partida (en linea recta). Piensa en la fun-

o W oTen

Bh o ci6n que asocia a cada instante la distancia al
unto de partida. Dibuja la posicion aproximada
a) CEn qué intenvlos se estd alejando de casa? ot anaras 10ub s s fancir &

b) ¢En qué intenvalos esté parado?
o) En qué intenvalos se ests acercando?

21 Los alumnos de un colegio han ido de excursion.
La siguiente figura muestra la gréfica de la di
tancia del autocar al colegio desde el momento
que salen:

25 Explica si son funciones las siguientes correspon-

= ncas:
3
gxy Py 3) A cada niimero fe hacemos corresponder su aiz
Fpd ibca
co
1% b) A cada nimero entero le hacemos corresponder

CT23 4578 sus factores primos,
ecrgo () ©) A cada niimero le hacemos corresponder la ter-
cera parte ms 1.

2
a) LEn qué intervalos se estd alejando del colegios DR el e o

b) ¢En qué intenvalos estd parado? B
) LEn qué intenvalos se est acercando?
)
) 1Cust es a distanci eal recoridal hasta € 26 De las siguientes grificas, Lcusles representan
una funcion?
22 La siguiente gréfica muestra la altura del sol so- ® ®

bre el horizonte, expresada en grados, a lo largo Y Mt
de un cierto dia. e

5 o TTX

H

2 © iy

2 rdhwamsen o wamgy

vt

a) ¢A qué hora sale e sol? ZA qué hora se pone?
b) {Cusles son los intervalos de crecimiento y de- 27 ; os funciones son e o e o
? Do

Srecifiento? minios? Y los recorridos? Dos funciones tienen
©) ¢A qué hora tiene el sol la maxima altura? ¢l mismo dominio y .. mismo reconido, éson
d) éCusntas horas de luz hubo dicho dia? iguales?

225



ACTIVIDADES

28  Diya grfas de fncones pra responder - 34 6 o de un o mide 10 e, Epes o

zonadamente a I siguientes cuestione area de un triangulo isbsceles inscrito en el
mismo en funcién de la medida x de fa semi-
#Unm . pependiclr . g de s base, 1Cusl es ¢l dominia?

tpuece corar I gréfica en dos pu
b) Una recta parlela al ge de ki, st S5 e e o g i
I i tos?

ortted 9 e Ko puntos hmc-on del lado cuya medida ux Hal\a el valor
de esa funcén si el lado mide

29 Qué informacion puede deducirse de la si

uiete figura donde aparecen las grsficas e la :

St e d chitoey st de e 2 og Se dispone de una cartulina de 100 cm por

Ll 40 cm y se quiere constuir una caja con tapa-

dera cortando un cuadrado en dos esquinas y

dos rectangulos en las otras dos. Halla a expre-

i Chicos sion del volumen en funcin del lado x del cua-
55 drado.
S e
Fl b Chicas
F s
10

ol
9 10 1112 13 14 15 16 17 15 15 Aos

30 Una funcidn puede tener varios méximos ab-
soMo: 3 s s st S s -
uja una funcién que los teng

=

u gmﬂ(a que expresa la temperatura de un en-
a lo largo de un dia, ées continua o es
d'm’"“’“‘a’ 37 Un muchacho sale de 30 en bicicleta a las.
12.00 horas en direccion a Irin con una veloci-
dad de 12 kmv/h. Al mismo tiempo su novia sale
a Bilbao con una velocidad
de 18 km/h. La distancia de Bilbao a Irin es. dt
20 km. Escribe las formulas que nos dan

cada instante la distancia de cada uno de !IVos
a Bilbao. Representa graficamente ambas funcio-
nes en el mismo sistema de ejes de coordenadas
32 bed s e R S e

qué hora se producird el encuentro?

En nuestra ciudad, la oferta (s) y demanda (d)
de un producto cuyo precio es de x euros vienen
dadias por as siguientes ecuaciones:

s(x) = —900 + 18x; d(x) = 2400 - 12x

Se i de equiibrio el valor de x para e
33 &l radio de un circulo mide 10 cm. ST § e e e o1 el ldmx
area de un rectangulo inscito en el mismo ;m] ity di) = s{o) se llama ley de
funcén de  medka x de a bas, CCull & clera y 1 Semanda. Cooa g:armmm -
dominio? punto de equibrio. Hazlo luego anaticamente.




Maabls 2RCAFSE D E:

'MATEMATICAS

iNOS SALIMOS DEL CUADRO...!
Hace tres sigos y medio, en 1650, habia sobre f Teera
600 milones de personas. La poblaciin tardd sighoy
medio en duplcarss, y en 1800 ya habia unos 1200
ilones de seres humanos,

A parti de ah, l humanidad ha crecido ) sigue:
creciendo) a una velocidad ncreile, como refiea esta
grtfca

cos como estos perm

08t i vl

ha sido e iempo en una deteminada

ciudad ao argo de un o,

Las barras grises muestranla

dad de bova caida cada mes, y

lanea roja I evolucion de las

temperaturas.

Mra estas tres gréicas y trota de

adivinar cual coresponde a  lviosa

B8 San Sebastin, cusla aca

Los téminos funcion”, roqular Senta Cruz de Ter
parbmetro”, “constante” 0 Valldol con sus frios imiemos.
*varioble” qu hos vsto en
las ttmas péginas son hios
de un matemético, centficoy
dplomético alemdn nacido en
1646, Gottried Leiriz
Se dce que, pese a su gran
inteigenciay su capocidad lesempleo.
Coen Bt oo finea que sguen
discipinas, Leibni tenia muy ! de
mala memoria. Por eso una empreso.
apuntaba todas sus ideas, también se suelen

Camo refiar en gficos
ademés tuvo la buena idea de  electrocardogramas, que FHHH que nos ahoran i
o trar esos apuntes, hoy  refjan el ltido del corazon, calculndo uo a
podemos sequir paso apaso O encefalogramas, que: 0 todos los
muesiron a actvided del datos. Silos
cerebio, fivos de una
Esas grfcas, quea 8| "} empresa durante
matematicas, Leibniz nosotros nos parecen naio siguen una

i

gca, ala biokogi, ala son para os médicos como

mecénicay hastaala cria e un o ablerto que indca

‘qusancs de seda 6mo estd funcionando,
nuestro cuerpo,




Un grupo de alumnos celebra el cumpleafios de un amigo. A fa hora de
repartir a tarta, a uno se le ocurre preguntar mnm troz0s se obtienen
al dar 1, 2, 3, ... n cortes con el cuchilo. En la verse cudntos
rozos se obtienen como maximo con 4 cortes

En la siguiente tabla se da el nimero de trozos para los primeros cortes;

Nmero de cortes 0

Namero de trozos 2 NIRRT

La relacion entre cortes y trozos es una funcion. Pero écusl es la expre
sién algebraica que relaciona estas dos variables? En esta unidad vere
mos que la solucion de este problema planteado por el alumno es un
polinomio de sequndo grado y que la grafica correspondiente es una
pardbola.




1 Funciones llmnlés:1
definicion

Se ha medido la temperatura de un liquido a medida que se calentaba.
Los resultados aparecen en la siguiente tabla de valores

[nmwmzm [o\wlz‘;‘ < |

[ Temperatura () [0 2 [ ]3] v |

el margen se han representado los puntos de esta relacion; los puntos
estn situados en una linea recta

iCul es la expresion algebraica de la relacion?

La tabla anterior puede escribirse de otra forma, en donde aparece el au-
mento de la temperatura segin pasa el tiempo;

Tiempo (min) o | 1 2= x

2 [w+a] wes [0+
Temperatura (C) : y
0 [w+a|nra 2]

Los datos de s tercra fl sugeren s expresin lgbraca y = 20 4
siendo x = i tomaramos temperaturas intermedias veriamos.
que los e G T S o e A

Todas as funciones cuya gréfica es una recta son de la forma y = mx + n.

'mmndonsdehlmy—m+nselhmn lineales. Su gréfica
es un recta.

1 Calcular los valores de la temperatura dada por la funcién anterior,
20 + 4x,siendo el tiempo x = 10, 12, 15.

Igebraica que refleja la

una fnlmén Ima!. Representarla.

Mo [+ [w]w]-[r]
Gew 2] <] ] 2]

A el ool progi ol sl i el R
son iguales. La expresion algebraica es y =
Se trata de una funcion lineal. Su gréfica es una recta.

V=4+20




La gréfica de la funcion lineal y = 2x + 1 esté vepresemada en e\ margen.
LCuanm vale la tasa de variacion cuando pasa de a3, de
igui

34 .7 En la tabla siguiente se calcula la tasa pm a\gunus valums
R x W B
y R
Vo, a+1] Z LT |7 |

Como vemos, a tasa de variacion es constante y coindide con el coeficiente

de la x en Ia funcion, siempre que la ampiitud del intervalo sea

Este resultado es valido para cualquier funcion lineal y = mx + n. i to-

mamos un intenvalo de amplitud 1, [3, 3 + 1], I tasa de variacion es:

Wla.a* Tl=m(a+1)+n—(ma+n)=ma+m+n-ma—n=
2. de vadacdn po unidad e unafncén ines s Yam tambjén

pend\enede\
@ vl ¥ ] Xl
s VT yes
B i
7], 3 o 3 ot 3
BEE |y <o

5ila pendiente s positiva
Ia funcion es creciente.

Sila pendiente es nwla la

Sila pendiente es negativa
funcion es constante.

1a funcién es decreciente.

Observa que hay un tipo de
rectos, las poralelas al eje y,

x
rresponden infintos valo

s de y.

Las ecuaciones de estos rectos

e s £ = &

L pendiene o tasa de variacitn por undad de una funcién finea es
constante, y reciprocar
La pendiente coincide con d coeficiente de Ia x.

3 Hallar la funcion lineal que tiene por pendiente 3 y pasa por el punto
AB,7).
Ecuacion de la recta: y = mx + n
La pendiente es: m =3, luegoy = 3+ n
Pasa por ¢l punto A(3, 7), luego 7 = 3 - 3 + n, de donde n =
La ecuacién de la recta es: y = 3x

4 Hallar la funcion lineal que pasa por los puntos A(0, 1) y B(1, 4) e indicar
su pendiente.
Ecuacion de la recta: y = mx +
Por pasar por el punto A0, 1 1=m-0+n=n
Por pasar por el punto B(1, 4) 4 =m + n

Resolviendo: m =3, n
s ecuacion de la rect

¥ = 3%+ 1. Su pendiente es: m = 3.




La grafica de una funcion lineal y = mx + n es una ecta. Por geometia
sabemos que dos puntos determinan una recta, es decir, que conocidos
dos puntos A y B del plano se puede trazar con una regla la recta que
pasa por ellos. En la practica conviene elegir los puntos mas sencillos de
calcular, evitando, a ser posible, los numeros fraccionarios. El punto més
facil de hallar es aquel que tiene por abscisa x = 0 y por ordenada y =

Al valor n se le lama ordenada en el origen, por ser la ordenada del punto
en el que la recta corta al eje OY.

Veamos como se representa la funcion lineal y = 2x + 3

Determinacién de dos puntos de la recta:

| bscisa: x| ordenadary [ punto: P )

[ | 3 A0, 3)

| 801, 5)

La grafica de la funcion es la recta que pasa por A(0, 3) y B(1, 5.

Para representar una funcion lineal basta dibujar dos puntos de la mis-
ma y trazar a continuacion con una regla la recta que pasa por ellos.

+ Rectas paralelas y su representacion grafica

En sta figur sehan epresentado s rectascomspondientes s funcio:
nes line 2

Todas son pamle\as £Qué tienen en comin?: la pendnenls

Las rectas de s funciones incales y = s+ 1 se abtenen por traslacion
de la recta de y = mx segun el vector § = (0, n), es decir, verticalmente.

'nm rectas que tienen la misma pendiente son paralelas, y reciproca-
mente.

Representar la funcidn lineal cuya pendiente es ~3 y cuya ordenada
en el origen vale 2.

La ecuacion de la recta es y = ~3x + 2. Determinacion de dos puntos de
a recta:

[ apsasacx [ orsemaamy [ runto: s )

y=2x

y=2xi2

A0, 2)

o 2 A0,2)
B -4 82, ~4)

La gréfica de la funcion e la recta que pasa por A(0, 2) y B2, —4).

82, -4

(E=n)



Las partboes e abrn haci

e
tas pardboas ese abren hacl

bojos

Geva M

it gl g i
ol o

lorasolto) el coeiinte o i
ibola va aproximéndos ol

S8 prtanl nala o funciongrlent de i sparto it d beraes

de svament, ara hscar un et de I tajetons e b o en

un sistem: ienads 2o s cetaminaos por s Ostancas

e honzanu\) s s coespondientes (e vericl o Stuaden ce
bengala en esos puntos est dada en |a siguiente figura

5, 100]

slalele

o
La gréfica dibujada, desde el punto de vista geometico, se llama pardbola,
y desde el punto de vista fisco, trayectoria parabdlica

El punto més alto de la trayectoria es V(300, 100).

Este punto se llama vértice de la pardbola.

Latecta perpendicar e OX que pas por of v s o e de s
de la figurs

Los puntos A y A, By B son simétricos respecto de este eje

Lo mismo sucede con los demas puntos.

Este eje de simetria se llama eje de la parabola

En el manual de instrucciones del lanzador se afirma que la altura alcan-
iada. . st dada en funcn del espaci recorid, . por I sgiete
ormua:

E %

i

3

<

900

Las funciones dadas por la expresion y = ax® + bx + ¢, a = 0 se llaman
funciones cuadraticas.
Las gréficas de las funciones cuadréticas se llaman parabolas.

6 utilizar la formula de la trayectoria de la bengala para completar la
tabla:

[ostncaw [ o0 | a0 [wo [sw | |
ST
L2 bl compltad e

[ancae [ 100 [ 200 [ 30 [ a0 [ 50 [0oo]
lm‘nm ?‘?‘m W,




La funci6n cuadrética més sencilla es y = . Construyamos una tabla de
valores y la gréfica correspondiente.

A partir de esta funcion se pueden obtener otras por traslacion. Basta cons-
truir en papel transparente la funcion y luego calcarla segin el vector de
traslacién indicado en cada tipo
a) Traslacion vertical: y = x' + k
Sik >0,y = x' se desplaza hacia arriba k unidades.
Sik <0,y = ' se desplaza hacia abajo k unidades
v

-2

b) Traslacién horizontal: y = (x + )"
Sih >0,y = ¥ se desplaza hacia la izquierda h unidades.
Sih <0,y = ¥ se desplaza hacia la derecha h unidades.

y=x-2¢ y=le 1y
—
T=(n.0)
1

o] T 3

© Traslacion oblicua: y = (x + h)* + k
Se realizan sucesivamente las dos traslaciones anteriores.

v v]

1
A EU) X
Pliz 11K Ply= s 172

s
A
2o

B ry

=y

oe | o

a8 o




Para representar una parabola en general, conviene hallar en primer lugar
el vértice. Para calcular su abscisa hay que realizar un proceso analogo al
que se precisa para resolver la ecuacion de segundo grado:

Se parte de:

Se multiplica por 4a:
Se suma y resta b’
Se factoriza:

'+ bx + ¢

2’ + dabx + dac
42 + dabx + b7 + dac
2ax + b + dac — b

Valor de la abscisa en el minimo o maximo, cuando:  2ax + b =
Por tanto, la abscisa del vertice es la solucion de fa ecuacion 2ax + b = 0.

Las coordenadas del vértice V(x, y) de la pardbola y = ax' + bx + ¢ se

obtienen del modo siguiente:

+ La abscisa x es la solucion de 2ax + b = 0.

+ La ordenada y se obtiene sustituyendo el valor de la abscisa en
y=axd +io

Los resultados anteriores permiten dar el siguiente proceso para construir,
en general, las graficas de las parabolas:

3) Se hallan las coordenadas del vértice V(x, y).

b) El eje de simetra es la recta perpendicular a OX que pasa por V.

<) Se fija la parabola hallando dos o més puntos simétricos respecto del
eje de simetria. Sus abscisas conviene que sean valores enteros siméticos
respecto del eje de simetria.

Un punto facil de calcular es (0, <), corte con el eje OY y, como conse-

cuendia, su simétrico respecto del eje de la parabola.

7 Dibujar la parbola y = 2x¢' - 8x + 7.

2) Abscisa del vértice: 4x - 8 = 0, de donde x = 2
Ordenada del vértice: y =8 16 +7 = -1
Coordenadas del vértice: V(2, ~1)

b) El eje de simetra es la recta vertical a OX que pasa por Vs

<) Puntos simétricos respecto del e de simetra:

Parax=1: y=2-8+7=1Punto All, 1).
Para y=18-24+7 = 1. Punto simétrico A3, 1)
para ¥ =7. Punto B0, 7).

: y=7.Punto B, 7).

Para x




RESOLUCION DE PROBLEMAS

Para resolver un problem

+ Hacer una tabla.
+ Buscar relaciones entre los datos de la tabla
+ Comprobar la formula hallada.

Un grupo de alumnos celebra el cumplearios de un amigo. A la hora
de repartir la tarta, a uno de ellos se le ocurre preguntar cudntos
trozos se obtienen al dar 1, 2, 3, ... n cortes con el cuchilo. En la
figura puede verse cudntos trozos se obtienen como méximo con cua-
tro cortes.

P o)

|
|

 En la tabla siguiente se da el ntimero de trozos para los primeros cortes:

[emeteaia o | 1 [2 ]3] * ] ¢

[Namerodevozos | 1 [ 2 [4 [ 7] 1]

HACER UNA TABLA

# a) Probar con una funcion lineal y = ax + b
Una funcién ineal queda Gl o pincs or e, 2
eligen los dos primeros: (0, 1) y (1,

Susttuyendo en y = ax + b se nbnene o sistema:
b - -
2 a4y Resobiendoe sisema: a=1,b=1

La funcion lineal y = x + 1 sirve para relacionar los primeros valores.

Esta funcion lineal no se cumple para los siguientes valores de Ia tabla

Por ejemplo, para x = 2,y =2 + 1 =

b) Probar con una funcién cuadrética y = ax’ + bx + ¢

Una funcidn cuadrética queda determinada por tres puntos
Por gjemplo, se eligen los tres primeros: (0, 1), (1, 2) y (2, 4)

‘} Resolvendo el sistema: 2

<
a fundion cvadritica es: 9 =5+ 3+ 1

BUSCAR UNA RELACION
ENTRE LOS DATOS

+ Veamos si esta funcién cuadritica se cumple para los siguientes valores
de Ia tabla
Para x = 3 se tiene: y =
Para x = 4 se tiene: y
Para x = 5 se tiene: y = 16
Este resultado se comprueba también con a grafica

"

Comproaas

2%



Dados los puntos A(0, 2) y B(2, 3).

a) Representa la funcion lineal que pasa por ellos
b) Halla la ecuacion de esta funcion.

©) Calcula la pendiente.

2 (Cuénto vale la pendiente y la ordenada en el
origen de las siguientes rectas?
Jy=5-3
b)y=6-7x

gy=ax+9
dy=2-3%
3 Halla la ecuacion de la recta que pasa por los
puntos dados:
a A7) y B(-2,4)
b AQ. 1) y B0, 0)
Indica el valor de a pendiente y la ordenada en el
origen

4 Halla la ecuacion de la recta de pendiente 5 y
que pasa por el punto A(-1, ~2).

5 Representa la recta dada por:

6 Escrbe las ecuaciones de las rectas cuyas gréf-
cas son:

~

Dados los puntos (1, 1), (2. 3), (3, 5y (@, 7),
comprueba si pertenecen a una recta.

8 Dados los puntos (1, 2), (2, 4), (3, 6) y (4, 8),
comprueba que fa tasa de variacion es constante
y halla la ecuacion de la recta que determinan.

-
=y

=
N

‘Comprueba si determinan una recta y, en caso
afimativo, halala.

Indica cusles de las siguientes parabolas estin
abiertas hacia arriba o hacia abajo:

Ay=6-5+¥
bly=7+3x-4¢
y=x+x
dy=9%-#

Sin esolver ninguna ecuacién, calcula los puntos
de interseccion con los jes coordenados de las
siguientes funciones:

Ay =i+ 1)

Bly=(+2k+3

9y=6406-6

dy=T+1 -5

Halla los puntos de la fundion y +6
pertenecientes al eje de abscisas o al de orde-
adas.

Halla los puntos de la cuna y = x' ~ 1 cwya
ordenada es y = 3.

Halla los puntos de la curv
Ia bisectriz del primer cuadrante.

que estén en

Representa las siguientes funciones:

A =x-x+1

y=3¢+ 150+ 18




ACTIVI

D ADES

16 Represena a funcion ) =1 + 4x —x'y sefla
los intervalos de crecimiento o decrecimiento.
17

Halla la ecuacidn de la parébola que pasa por
os:

a) A-2,5),
b) AQ, 1),

B2, 1) y €45
81,2 y @3

La tabla siguiente muestra el coste y el nimero
de fotocopas realizadas por algunos alumnos

o it ] [ |
Costee(y) | 012 | 060 | & 006 |
® 2 10 | 100 ]

Hallala expresion de la funcion que relaciona e
numero de copias y su coste.

-
©

El coste de la energia eléctrica en una casa viene
dado por el precio de la potencia contratads,
que es 12 ¢, y el precio del kilovatio hora, que
vale 0,15 €.

3) ¢Cusl es la funcion que da la tarifa conociendo
) consumo?

b) éCudnto ha gastado una femilia si su consumo
ha sido de 200 kiovatios hora?

€l precio del recibo de la luz viene dado,
et e ity hneal
plk) =

+ bk, donde a representa los

Halla los gastos de potencia-equipo y el precio
del kilovatio hora.

21l coste del teléfono se obtiene mediante un su-
mando fijoy otro proporcional a la cantidad de
pasos consumidos. En dos meses distintos se ha
phoads 70 e por 0 peit YR € ek

3 pasos. (Cudl es el sumando fijo y el coste
b paso?

22

Se ha hecho un estudio de mercado en el que
la oferta de un determinado_producto viene
el o s expresn y = O7K & .3 de

4. Hala el punto en el
que B oo o o s

Una finca rectangular debe tener un perimetro
00 m

2) Expresa ol drea del rectingulo en funcin del
lado x de la base.
) £Cudl es el dominia?
o) dCudnto vale ¢l drea para x = 10 m?
9) Representa la funcion
24 Escribe la funcién que expresa el drea de un rec-
téngulo cuyo perimetro es 12 cm. Representa
esta funidn.

25 12 longitud de la circunferencia en funcion del
radio, ¢es una funcién lineal o cuadritica? ¢ el
area del circulo en funcion del radio?

Dos funciones lineales tienen la misma_pen-
iente, LUk puede dcise geométicamertede
los rectas que determinan en el plano carte-
siano?

=



ACTIVIDADES

27 obsenvando la gréfica siguiente, Zpodrias decir
cudl s Ia ordenada en el origen de cada una de
las rectas representadas?

28 Te dan los tres puntos A, By C del plano car-
tesiano. ¢Pasa siempre por ellos una recta? ¢Y

una pardbola?
29 Calcula la pendiente y la ordenada en el origen
de las siguiente graficas:
ol FIRwst
i i
CERm— TR
» +
CE v
\
@ " 9

Dada la recta y = 3x + 5, escribe las ecuaciones.
de dos rectas que sean paralelas a ella y otras
dos que no o sean.

31 De las siguientes rectas, sefala cusles son para-
lelas:
Ay=50+2 L] -5
bly=-5+7 d)y=5x+126

32 La temperatura, y, en grados Fahrenheit (F)

e ser expresada como una funcion de pri-

mer grado Ge tempaatura . an grados Ca-

(C). En la escala Fahrenheit, el agua se con-

gela a 32"y hierve a 212'; en la escala Celsus,

se congela a 0 °C y hierve a 100

temperatura Fahrenhett, y, como una funcion de

Ia temperatura Celsius, x. 5i la temperatura nor-

mal del cuerpo humano es de 986 °, ia qué
temperatura corresponde en la escala Celsius?

3 Halla una funcion (x) = ax' + bx + c sabien-
do que el vértice es V(1, 1) y pasa por el punto
P(0, 2). Dibuja previamente el je de simetria
de la parabola y halla el punto simétrico de P
respecto de dicho eje.

34 Expresa el drea de un triangulo equilétero en
funcién del lado cuya medida es x. Halla el valor
d

e esa funcion si el lado mide 10 cm.

35 Calcula el nimero de diagonales de los poligo-
ros comecs de 3, 45,6, . ok egola

exr ica que da el ni-
mero de diagonales en i o e
lados,

Un anundo dice que las pizzas individuales
(23 cm de dlamelm) cuestan 4,60 €; las media-
nas (31 ¢m de didmetro) cuestan 6,55 €, y las.
fomilares (41 c de didmeto)cestan 16,16 €

Se puede encontrar una funcion que permita
e @ preco de las pizos cudlquiera e sea
su didmetro?

37 Ew un monte hay dispersas x casetas de guardas;

da una esti unida a las restantes por un ca-
mlnn distinto. Expresa el nimero de caminos en
funcion de las casetas.

38 La gréfica de una funcién es una recta paralela a
la gréfica de a funcion y = 3x. Escibe su ecuacién

sabiendo que pasa por el punto A3, 5).




M U7 R SRk DERE

'MATEMATICAS

4Sebes que
0 tipo de cunva muy
habiual en lgunos
depores?

La trayectoria de olgunos
lanzamientos a canasta en
baloncesto, las “vaselinas™
que lanzan los futbolistas.

adelantado 0 los “globos”
delos tenistas tienen esa
forma.

Poddrers ol |e\=}

CUDAD® C&N LAS CUESTAS

En el cidligo de la ciculacion existen
sefles como estas, que siven para
) ecveric alos conductores de que a
caelera es muy empinaca haci arba
— = o hacia abejo. Junto a dibujo suele
2 - ‘escrbirse un porcentaje que indica el —
Y PARA GANAR LA GUERRA grado de inclincién. Una cuesta del 15 por ciento,
T R e por efemplo, es aquella en la que por cada
kvate i85 i 008 e e Gien melros recorridos en horizontal
conseguir que las tropas de su ciudad, Siacusa, RSBt
venciran alas naves romenas que la asediban.
Bl sabio hizo construr unos espefos e forma de
parsbola. Gracis a elos logrd recoger os ayos del
soly concentraros en un punto el foco dela
pardbola. Luego apunt los espejos haci s velos
de los barcos enemigos y estas empezaron a
arder. Ingenioso, ¢verdad?
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Escribe iones de las fu
margen.
Las imagenes de 1, 2, 3, 4, ... mediante una funcion son: é ;, g %,

2) 2usl es la expresion algebraica de I funcion?
b) Cudnto vale para x = 1007

Un objeto e mueve de modo que, en cad momento,est a una istanca
del origen dada por la expresién & = %. En esta expresibn, € es la

fongitud medida en centimetros, y , el tiempo medido en segundos.

2) Dibuja su representacién gréfica
b) Hala Ia posicign del mévi en o instantes t = 25, t = s
) LEn qué momento pasa por el origen de espacics?

Cada paso de una llamada telefonica cuesta 5 céntimos de euro y dura
un minuto. Dibuja la gréfica de fa funcion «tiempo-costen. (En qué puntos
inua?

es discontinua?

Un grifo llena una probeta dejando caer 5 cm? de agua por minuto. Forma
una tabla de valores de la funcion ctiempo-cantidad de aguan. Representa
gréficamente la funcién. ¢Es continua la funcion? Razona tu respuesta.

Dada la funcién representada por la gréfica del margen:

3) s continua? Indica las posibles discontinuidades.
b) i creciente en el punto 1

) Dénde estd ¢l mbimo? ¢Y ¢l minimo?

d) Indica un punto en el que la funcion decrezca.

La gréfica del margen muestra la altura en metros del vuelo de un aguila,

en funcién del tiempo.

2) A los 15 segundos, Zel aguila ascende o desciende?

b) 4En qué intenalos de tiempo el welo es ascendente? ZEn qué intenalos
de tiompo el welo es descendente?

o) 2En queé instante alcanza ko minima altura? &Y la méxima altura?
d) 2En qué instante o instantes est el dguila 3 60 m de altura?

€) {Presenta alguns discontinuidad esta funcion?

) iSe posa el dguila en tiera en algan instante?
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En las graficas de la derecha, a y b, se puede pasar de una cunva a otra
mediante una traslacion. Escribe los vectores que lo hacen posible.

La tabla siguiente representa la conversion de velocidades de kilometros
por hora a millas por hora:

Representa dicha funcién. Si un coche circula a 120 km por hora, ¢cudl
serd su equivalente en millas por hora?

La gréfica de la figura c representa un movimiento rectiineo y uniforme-
mente acelerado de un coche de pruebas.

2) 1Qué expresin tiene la velocidad en funcién del tiempo?
) £Qué representa la ordenada en el origen de esta funcion?
) £Qué tiene que ver L aceleracién del coche con la pendiente de la grafca?

Cuando Juan fue a revelar el carrete de fotografias del verano pasado le
dieron que por el revelado del carrte le cobraban un precio fjo de 2 €,
¥ por cada foto, 32 céntimos de euro, {Como varia el coste de cada foto
en un carrete de 36 fotos segin el nimero de fotos que saigan, teniendo
en cuenta la incidencia del revelado del carrete?

Describe Ia informacion que puedes obtener de fa gréfica d

Al proyectar una diapositiva sobre una pantala, el drea de la imagen de-
pende de la distancia del proyector 3 la pantalla, de tal manera que
cuando la pantalla esté a 1 m del proyector la imagen mide 20 cm x 20 cm.
£Como vara el rea de la imagen cuando se aleja ! proyector de la pan-
talla? Representa la funcion «cistancia a la pantalla-area de la imagen».

Un labrador tiene 72 metros de valla para hacer un corral de galinas de
forma rectangular. ¢Como cambiard el drea del corral al vriar Ia longitud
de uno de los lados? Forma una tabla de valores y trata de representar
gréficamente la funcign dongitud de un lado-drea el corral.

A partir de la gréfica e, razona si son verdaderas o no las afirmaciones
siquientes:

a) Representa una funcion,

b) Representa una funcion crecente entre A y B

©) En A es discontinua.

d) En el tramo BC es decreciente.




n un centro de ensefianza secundaria hay ocho clases de tercero de ESO
¥ se quiere tener una informacién répida sobre tres aspectos:

— Autonomia en la que han nacido.

— Nimero de herman

— Peso de los alumnos
£l profesor de matemsticas selecciona una clase de las ocho y decide rea-
lizar alli el estudio, pues piensa que los resultados en las otras serén and-
logos.

6mo ordenar y presentar los datos de forma clara y que permita operar
con ellos? Eso es lo que vamos a estudiar en esta unida




1 La informacién estadistica:
poblacién y muestra

Supongamos que queremos saber
3) 2Cudl es Ia proporcion de votantes a un determinado candidato?

b) éCusntas chinchetas de una cierta marca salen defectuosas?

9 {Cudntas horas duran las bombillas de una marca determinada?
Todos estos ejemplos tienen una caracteristica coman: se trata de estudiar
un conjunto de elementos, potencialmente muy grande, que llamaremos
poblacién. Los elementos de la poblacion pueden ser: personas, chinchetas,
bombillas, animaes, 4rboles, etc

il it e citierfon o e oo Ia poblacién, pero
diversas razones impiden hacer\e, unes vces de cardcer nsec s
bl s O e

Por ello elegimos una parte de la pobla(mn que llamamos muestra y rea-
lizamos el estudio sobre los elementos de la misma.

Un método muy sencillo para elegir una muestra es asignar un nimero a
cada elemento de la poblaci6n, se introducen los nmeros en un bombo
¥ se extraen al azar tantos nmeros como elementos queramos que tenga
s st £ forma de elegir la muestra se denomina muestreo alea-

Las muestes s legidasson representativas e b poblacn;eso quiere
decir que los resultados que obtengamos a partir de ellas serdn analogos
s Gue obtendramos en i pobiaten.

Poblacién e ol cojunto de todo os ementos que cumplen ura -
terminada caracteristica.

Mumra es cualquier parte de la poblacién.
sleatorio s aquel e o que todos as lmentosde s po-
hlﬂclén tienen la misma probabilidad de ser incluidos en la muest

1 Enunaf:
elegir un comité de 10 personas para entrevistarse con la direccion.
£Cudl de las muestras siguientes sers mas representativa?

a) Se escoge a las 10 primeras personas que legan al trabajo.
b) Se asigna un numero a cada trabajador y se eligen al azar 10 nd-

<) Se asigna un nimero del 1 al 600 a cada uno de los hombres y del
601 al 1000 a cada una de las mujeres; posteriommente se eligen
al azar 6 niimeros entre los asignados a los hombres y 4 entre los
asignados a las mujeres.

Evidentemente, Ia muestra mas representativa es la del apartado c, pues

ademss de haber sido elegido aleatoriamente como fa b tiene una pro-

porcion de hombres y mujeres (6 y 4) andloga a la proporcion de hombres:

¥ mujeres de fa poblacion (600 y 400).

£ un sondeo de opinitn para
conocer a intencion d vofo de
los habitontes de una ciudad,
la poblacidn st for

el conjunto de todos los cu-
dodans con derecho a voto
o muesra s cuslquier parte
que se exraiga de lo pobl

o



‘Caracteres y variaoies
estadisticos.

ntro de un mismo cardcter
estadistico_cualtativo se pue-
diferencias. A
una de estas diferencias

= »as g o e

jempl, son modalidades
el catacer orofons o

fematico, biogo, et

Poblacisn mundial en miles de
ilones y i
los proximos afos.

£n la pagina de entrada de esta unidad se plantea el estudio del conjunto
de alumnos de la clase en relacién con tres aspectos distintos: autonomia
de nacimiento, nimero de hermanos y pcsn en kilogramos. Cada uno de
estos aspectos se denomina cardcter estad

Veamos distintos tipos de caracteres es\amsum con algunos ejemplos:

estadistico es una propiedad que permite ci
bthatat poblacion. Puede ser cualitativo o

Vadiable stadistica e o conjlno de os alores gietoma un caracter
estadistico cuantitativo. Puede

+ discreta cuando solo toma vaxms aislados;

+ continua cuando toma todos los valores posibles de u

Los valores de una variable estadistica se designan por:
X %

2 Clasificar los sigui cer i i litati
variables discretas o variables continuas:
2) Profesion de los padres.
b) Didmetro de una pieza de precision.
<) Carrera que se desea estudiar.
d) Nimero de acciones vendidas en bolsa.
&) Nimero de goles marcados en los partidos de fiitbol del itimo.
domingo.

1) Capacidad del depdsito de gasolina de un coche.
9) Nimero de granos de una espiga.

Son caracteres cualitaivos los de los apartados a, ¢.
Son variables discretas las de los apartados d e, 9.
Son variables continuas las de los apartados b, f.




3 Frecuencias absolutas '
y relativas

« Frecuencia absoluta

Cuando dlasificamos a los alumnas deca dasesegin el e de her-
manos se obtuvo la tabla del mar

 la primera columna hemos suuadn la variable estadistica, en este caso
iy que representa el namero de hermancs.
Observa que hay 3 alumnos que no tienen hermanos. Entonces decimos
que la frecuencia absoluta del valor 0 de la variable es 3. Analogamente,
para los demis valores de la variable. Por tanto, Ia segunda columna de la
tabla corresponde a la frecuencia absoluta.

Frecuencia ahsﬂlm:, f.. de un valor de la variable, x, es el numero de
veces e se repte d

La correspondencia que da a cada valor de la variable su frecuencia
absoluta o0 lams distriucion estacistica

“ Frecuencia relativa

s interesante relacionar la frecuencia absoluta de un valor de Ia variable
con el total de los datos, ya que no es lo mismo que haya 3 alumnos sin
hermanos en una clase de 30 alumnos que en todo un colego de 100
Esa idea viene reflefada por la frecuencia relativa

Frecuencia relativa de un valor de la variable, x, es el cociente entre
la frecuencia absoluta del valor y el namero total de datos.
La frecuencia relativa del valor x se representa por h:

N
donde N es el nimero total de datos, es decir: N

At

Formar la
experimentos: K -
a) Lanzar 100 veces una moneda. Varoi | Fecnda
b) Lanzar 1000 veces un dado ciibico.
by V| om
freoenca | Frecuends 2| s
vatabe| s | reaa I
| ow
an 6t s | o
x| % | o HE
w | T | 1

Nimero
de alumnos

[) 3

1 ]

2 13

3 2

a 1

5 1

8 1




1
recuencias acumuladas

“ Frecuencia absoluta acumulada
Obsenva a tabla del maen i ko tehen s i

manos igual o menor que

Nimero Nﬂm!m
de 3 +9+13=
i D ||| A ese valor Io tlamamos frecuencia absoluta scumulada del valor 2

|| &n el margen se calculan las frecuencias absolutas acumuladas para el resto
de los valores de la variable estadistica

Frecuencia absoluta acumulada de un valor de la variable, x, es la

suma de las frecuencias absolutas de los valores menores o iguales a x.

La frecuencia absoluta acumulada del valor x se representa por F:
Refiththtoth

]
1

2
3
a
5
8

< Frecuencia relativa acumulada
Si dividimos cada una de las frecuencias absolutas acumuladas, F, entre el
numero total de los datos, se obtiene la frecuencia relativa acumulada:
3 12 25
g0 (5ol Loy
En el margen formamos la tabla completa.

Frecuencia relativa acumulada de un valor, x, s el cociente entre la
absoluta acumulada del valor x y el nimero total de datos.

La frecuencia relativa mmulaﬂa del valor x se representa por H:
bt

+hy
x[&[n][r]n
3 ‘ 3
o 35| *| %
1|2
30 30 4 Formar la tabla de frecuencias absolutas, relativas, absolutas acumu-
2| |22 05| 28 ladas y relativas acumuladas para los experimentos del ejercicio 3:
3 30
a b
s|2|3|a|E Pl a[alw] [ ew]alw
PR I B I cre [ 6 (08| s oss| 1] wofow [Tmlon
30 3 cuz| 36 | 036 100 |1 2| 185 |01as| 355 0355
N B P 3| 195|018 550|050
30 E 100 |1 | 4| 10|01 | 710|070
o 1| L]l s| o[orz | s0|00
| 30 ] 6| |07 1000 1
BIK o0 1




A continuacién vamos a sistematizar como debemos proceder ordenada-
mente con los datos de una muestra

1. Recogida de datos. Consste en la toma de datos procedentes de la
muestra

Ordenacion de los datos. Una vez recogidos los datos, los colocaremos
en orden creciente o decreciente.

w

Recuento de frecuencias. Efectuaremos el recuento de los datos.

Agrupacion de los datos. En caso de que la variable sea continua, 0
discreta con un nimero de datos muy grande, resulta aconsejable agru-
par los datos en intervalos (clases).

Todas las clases deben tener la misma ampiitud

Al punto medio de cada clase se le llama marca de clase. Con el fin
de que la dasificacion esté bien hecha, los intenvalos se deben construir
de tal manera que el extremo superior de una clase coincida con el
extremo inferior de la siguiente. Asi, en el intervalo [40-45) se contabi-
lizan todos los pesos desde 40 kg (inclido este valor) hasta 45 kg (ex-
cluido este valor, que se contabilza en la siguiente clase).

Eleboracitn de n bl etalstics n o deberan fgurar o vloes
de la variable (en caso de que se encuentre agrupada en clases los
e infeiory Superc, & como 1 mare 8 ciasel § es hecuen:
cias absolutas y relativas. A veces es conveniente inclur las frecuencias
absolutas acumuladas, las frecuencias relativas acumuladas y los porcen-
tajes.

Ls tablas estadistcas del ejemplo de la pagina de entrada son:

B

Autonomia de nacimiento Nomero de hermanos Peso de

in mercader de len
cerio londinense (lamado John
Graunt (1620-1674) publicd un
o cu reproduci
mos en el que se hacia una re-
lacion detallada sobre los cfas

1604-1661, asi como as inluen-

ias que efercan los causas na-
turales, sociales y pollticas de
dichos acontecimients,

fos aumnos
Autonomia | £ win] [ []n]n Maraal N
wlmmeaal -
|22 |2
ovcia | 19 (19|22 o | 5] 522 o e
st 7 |3 5 [
D I o ) TR B B -4 - ) s I ) I
conure | 2 28| 2|2 | o2 s |22 H
alg %[ % 5|50 |usso|ans| 3[4]3|
R T P I 1 N P e P o
3|30 0 |30 | |isoss)| s25 | 10 [ 14|20 14
bosviso | ol || |22 »(®
3 5|3
s | |s|L|2
) 50| 50| feos|e2s| o |27]2|2
HE ®| %
Tabla de un carcter 8113055155 s 2|n
os70) 15| 2 2|3 |2
| NES
[morsi| 725 | 1 [s0| 5|3

Tabla de variable discreta.

Tabla de variable continua.

247,




- Andalucia
. CastilaLa Mancha
uia

- Galicia
- pais Vasco

Disgrama
St o e
frecuencias absolutas
acumuladas

A veces es conveniente expresar la informacién contenida en las tablas es-
tadisticas mediante un gréfico, con el fin de hacerla mas clara y evidente.
Mencionaremos los principales tipos de graficos.

 Diagrama de sectores
Se utiiza para comparar las distintas modalidades de un carécter, y consiste
en un citculo dividido en tantos sectores circulares como modalidades tiene
el cardcter

Para construir un diagrama de sectores, el angulo central de cada sector
ha de ser proporcional a la frecuencia absoluta correspondiente
Representamos mediante un diagrama de sectores la distribucion estadistica
que diasifica a los alumnos segin la Autonomia de nacimiento. Para el
clculo del dngulo central procedemos s

Nomeo Vedda
g de alumnos | del angulo central

Araakc 0

[ )

|

| ctausa aioelf |
| | |
ot Vo

Tabla estadistica de un cardcter cualtativ.

+ Diagrama de barras. Poligono de frecuencias
Se utiliza para comparar datos cualitativos o cuantitativos discretos.
Para construir un diagrama de barras se representan sobre el eje de abscisas
s datos y en es0s puntos se levantan barras proporcionales a las frecuen-
cias absolutas.
Representamos el diagrama de barras asociado a la distribucion que clasifica
a los alumnos segin el nimero de hermanos
Voo | Mimero
'y
hemnos | s

Tabla estadstica de una
Varble dsrets

Si unimos los extremos de las barras obtenemos el poligono de frecuencias.

En el margen representamos el diagrama de barras acumulado y el poligono
de frecuencias absolutas acumuladas




 Histograma. Poligono de frecuencias

Se utiiza para distribuciones de variable estadistica continua o para distri-
buciones de variable estadistica discreta cuyos datos han sido agrupados
en dlases.
Para constuir ol istoram se repesntan sobve o e de abscias os
e las clases. Se construyen unos rectangulos de base la amplitud
0o el y de sl I recumca sbsc o on nenaios penen
misma amplitud. En caso contrario, las alturas de los rectangulos se calculan
de mado que sus areas son proporcionales a las frecuencias de cada inter-
valo
Representamos el histograma asociado 2 la distribucién que clasifica a los
alumnos segiin su peso en kilogramos.

Poiigono dé frecbencios

W 45 50 55 60 65 70 oI

Tt wiadstia deuna Hitograma y poligena de frecuencis
varble contin

1 poligono de frecuencias se obtiene al unir los puntos meios de los ados
superiores de cada recténgulo. Con el fin de que el drea encerada bajo el
poligono de frecuencias sea igual a a suma de las reas de los rectangulos,
se une el extremo por la izquierda del poligono con la marca de la clase
anteror; anslogamente, con el extremo por la derecha.

% Diagrama lineal
Se utiliza para mostrar las ﬂu(\ua(\onei de uno o varios caracteres estadis-
ticos con el paso del tiemp

El gréfico siguiente expresa, en miles, los matrimonios, nacimientos y de-
funciones que se han producido en un determinado afo:

. MATRMONOS NACIMIENTOS DEFUNCIONES |-

40 45 50 55 60 65 70 75|
Histograma y pollgono de
frecuencias acumulaos.

1 thmio pstograma fe
lizado por primera vez por Karl
Pearson (1657.4936) €n s
confrencs sobre grfics
ok

s, ejecid la
e e a e
loneako s ocvidodes polt
cas y i
Alos vemh;me otos comenzs
a impartir clse
as aplcades pa it

& i aportaciones im-

et s
luctora, que es

Beimets Rt gy

fuencs en todos s Campos

del s




John ider Tukey (1975

Estalstico americano que ha

o e o Unversod de

princeton

Depariamints d Investgadén
el

Sus trabajos mas destacados
estén en o andlsis de atos
hablendo desarollado técnicas
tales como fos diagramas de
talls y

importantes contibuciones en
Iy eoro de  stimscin y de

Una moder icric d recogida de datos e b que se conace como
diagrama de tallos y

Veamos en qué consiste con el siguiente ejemplo:

Las punmamnes obtenidas por 40 alumnos en un test han sido las si
quier

a1, 53. 72, 62, 81, 93, 81, 74, 56, 62, 45, 47, 62, 58, 88, 76, 77, 63,
43, 56, 76, 63, 78, 73, 65, 66, 91, 82, 61, 72, 36, 50, 91, 32, 60, 80,
51, 68, 61,

Para construir el diagrama de tallos y hojas procedemos del siguiente modo:

Paso 1.0 Paso 2°
bsera entre qué valores estén Se va leyendo uno a uno cada dato,
Vo o s s sl anotando la cfra de as unidades de.
datos y se tene que van de 32 9 ada uno en a fla correspondiente:
Primer dato 41~ Sequndo dato 53
Tallo Tallo | Hojas | Tallo | Hojas
3 3 3
4 4l al1
5 5 5|3
6 6 5
7 7 7
8 8 8
9 9 s

| ¥ asl se continga con los restantes,
datos

i Tk  debe o témino
bit contra
kol

Paso 3. Paso 4
Guando los datos han sido anotados, Sevuae s e bl e
52 obtiene una tabla como esta o de menor a mayor las unidades;
dentro de cad fia
Tallo | Hojas Tallo | Hojas
3062 3|26
4l1573 al135
5(368601 5|013668
6(22233561081 clonezess ae
7(246768321 7[1223
8(11820 8lot1
9l3iy 9l

3
£5t0 es un diagrama de tallos y hor
jas.

Del diagrama se deduce que:

+ Hay 2 alumnos con puntuaciones entre 30 y 39; 4 alumnos con puntua-
ciones entre 40 y 49, y asi sucesivamente.

+ Hay més alumnos con puntuaciones entre 70 y 79 que entre 50 y 59.

+ La dlase con mayor frecuencia es la que tiene de extremos 60-69.

+ Si unimos los dltimos nimeros de cada fila obtenemos el poligono de
frecuencias.




RESOLUCION DE PROBLEMAS

Pararesolver un problema.

+ Comparar las graficas
+ Analizar las escalas sobre los ejes.
+ Interpretar los resultados.

Esta tabla proporciona la variacion del IPC (indice de Precios al Con-
sumo) en Esparia durante el afo 1992, segun el Anuario Estadistico:

Meses | PC() | Pero ciertas organizaciones, para hacer
™ més ible la tabla, A
12} los datos con una representacion grafica.

PROBLEMA,

L

graficas:

« A primera vista, la gréfica a indica una variacién muy leve del IPC a lo
largo del ano, mieniras la b refleja una fuerte subida
Segun la gréfica a el IPC sube ligeramente de enero a septiembre. La
gréfica b habla de una subida importante en los periodos que van de
enero a marzo y de junio a septiembre.

(COMPARAR LAS GRAFICAS,

# La escala del eje vertical, donde se refleja la variacion del IPC, en la gréfica
b es mds del triple que en a. Eso es Io que proporciona la mayor acen-
tuacién de las diferencias en b sobre a

ANALIZAR LAS ESCALAS

# Parece claro que esta diferente elaboracidn de una y otra gréfica se debe

se apuntarén a gréficas como la b, mientras que los politicos favorables
al equipo de gobierno publicarén graficas como la a.

mayor o menor correccion de una gréfica, en cuanto a escalas se
e, v o por la naturaleza del problema. Desde el punto de
vista actual, el IPC del aio 92 fue muy alto, y en este sentido la grafica
b es més correcta
La estadistica es muy il pero también muy manipulable. Conviene, por
tanto, desarrollar un gran espifitu critico ante el uso que se hace de ella

INTER
LS RESULTADOS




E

studio de una variable x se obtuvo la si-
gmen(e distibucién de frecuencias:

5 Se ha controlado el peso de 50 recién nacidos,
cbteniendos s siguentos retados

Peso Nimero
(kogramos) | de nifos
1253)
13-35) 23
1354) ?
4451 B

Representa la distribucion mediante un- dia-
grama de barras.

Las puntuaciones obtenidas en un test de razo-
namiento abstracto por 20 alumnos son s si-
quientes: 16, 22, 21, 20, 23, 22, 17, 15, 13, 22,
17,18, 20,17, 22, 16, 23, 21, 22, 1

2) Construye la tabla de frecuencias.
b) Representa gréficamente [a distribucion

£l ajuste de empleo previsto en los sectores de
reconversion mas implicados viene dado por la
siguiente tabla:

Frecuencia
Sector absoluta
(juste previsto)
Construccién naval 19660
Siderurga ntegral 17090
fectrodomesticos 11320
Linea blanca 0 |
e 7668
Glzado 305 |

Repressts o dagama de s o plgono
de frecuencis.

Durante el mes d julio, en una determinada ciu-
dad de la costa levantina se han registrado las
siguientes temperaturas maximas: 32, 31, 28,
29,33, 32, 31, 30, 31, 31, 27, 28, 29,29, 30,
32,31, 31, 30, 30, 29, 29, 30, 30, 31, 30, 31,
34,33,33,28

a) Forma la tabla de frecuencs
b) Representa graficamente a disribucién

6 Los jugadores de un equipo de baloncests

7 La poblacion en 1970 se distribuia en zonas ur-

8 ¢l trafico de pasajeros y mercancias del sistema

a) Forma la tabla de frecuencias.
b) Representa gréficamente fa distribucion.

0 se
casifian por alturas segin la siguiente tabla

Namero
Gl de jugadores
1.70-1,80) 3
[180-1.90) 4
1,90-2,00) 5
12,002,10] 3

2) Forma la tabl de frecuencias.
b) Representa gréficamente fa distribucion.

bana, intermediay rural segin la siguiente tabla:

Poblacion
w2 (mies)
Urbana 18632
nermeda soi
Rural 8ng

Representa gréficamente esta distibucién.

ferroviario ha evolucionado segan a siguiente
tabla:

b Viajeros Mercancias
(millones) | (miks de 0

w0 | sm

107 29758

1w M

0| 0

174 30028

164 30838

Fs?l
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Representa dos diagramas lineales, uno para los
viajeros y otro para las mercancias.

Se ha aplicado un test de capacidad espacial
compuesto por 90 items a 100 alumnos de en-
sefianza primaria, habiéndose obtenido os si-
quientes resultados:

Nimero Nimero
de ftems de
corectos alumnos
1015 10
[15:30) 15
By |z
4560 2
8075) 2
[7550] 10

Forma la tabla de frecuends y represents gé-
ficamente la distribucion.

A 1000 alumnos de ensenanza primaria se les
ha aplicado un test sobre satisfaccién por el co-
legio y han contestado:

foupa o iblesailca s e
cion mediante un diagrama de barras.

A los alumnos varones de un centro se les ha
tallado y se ha obtenido la siguiente tabla:

Talla Nimero
(metros) de alumnos
1,50-1,55) 2
[1,55-1,60) 80
1,60-1.65) 130
[1,65-1.70) 140
[1.70-1.75) 2
11,751.80] 40

Forma la tabla de frecuencias y representa gré-
ficamente la distribucion.

12 Se ha comparado el gasto familiar en Espana en
fos afos 1970y 1993 con el fin de observar si
han cambiado los habitos de consumo, y se ha
obtenido la siguiente tabla:

Porcentaje sobre el gasto total | 1970 | 1993 |

3438

201

Himentos,bekidas  tabsco
Vestido y ca
R, cufaciey sambeado
Musbles y ajuar domestico
Gasto sanitario
Transportes y comunicaciones
Especticulos, ensenanza y cultura
Hostelera y turismo

Representa dos diagramas de sectores y com-
ra ambas distribuciones.

13 La duracién en segundos de las llamadas de una
empresa tomadas de un recibo son las siguien-
tes: 120, 131, 142, 157, 15, 27, 94, 57, 62, 12,
49, 58, 149, 210, 120, 131, 97, 84, 61, 32, 15,
7,21, 32, 238, 210, 48, 56, 139, 24, 64, 31, 23,
58, 69, 234, 13, 66, 54, 214, 156, 179, 231,
204, 147, 32, 15, 7, 64, 124, 56, 73, 114, 169,
201, 134, 62, 93, 42, 58,

a) Agrupa los datos en 8 dases
b) Forma la tabla de frecuencias completa
9 Repvesen'a el histograma y el poligono de fre-

) Repvesen.a el histograma acumulado y el poli-
gono de frecuencias acumlado.




' ACTIVIDADES
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de una determinada marca y se ha obenido lo

siguiente: 83, 64, 43, 42, 51, 63, 90, 84, 87, 42,

40,41, 43, 54, 61, 62, 43, 52, 41, 39, 48, 51,

32,51, 62, 63, 41, 59, 63, 43, 58, 61, 45, 62,

a) Efectia el recvento mediante ef diagrama de ta-
flos y hojas.

b) Forma la tabla de frecuencias completa

<) dCuantas pils duraron menos de 46 horas?

d) Cudntas pilss duraron més de 68 oras?

Se quiere hacer un estudio estadistico sobre tus
i & s Sl 5 tomado
datos
res:
o) Talla

b) Peso.

) Nimero de hermanos.

d) Profesién de su padre.

¢ ldioma que estudia.

) Deporte que practica.

9) Distancia de su casa al centro.

1) Ndmero de habitaciones de su casa

D Superide en metos cusdrados del piso

correspondientes a los siguientes caracte-

oi :ua!es Gako o culltatios ¥ cusles de
ellos son cuantitaivos discretos y continuos.

iCudles son los pasos que se deben sequir
cuando se trata de estudiar una muestra?

Pon un ejemplo de varizble estadistica discreta y
otro de variable estadistica continua,

iCuanto vale la suma de todas las frecuencias

Maria quiere calcular la marca de la clase cu
extremos son 120, 125. ¢Qué tiene que hacer?
Cémo se calcula la marca de clase conocidos
los extremos?

14 Se ha medido la duracién, en horas, de las pilas 20 En una !ncuem se quiere estudiar una pobla-

por dos millones de habitantes,

aes
coger una muestra de 2000 personas para en-
trevistas, éCuntas mujeres deberdn figurar en
muestra?

21 indica la pemesentacon grifica (Gagrams de
ma de barras 0 histograma) que
) R v e s

e s

<) Nmero de hermanos.
d) Profesion de su padre.

e Idioma que estudia.

f) Deporte que practica.

g) Distancia de su casa al centro.

h) Nimero de habitaciones de su casa.

22 iCusl de los siguientes histogramas podria re-

presetar Io dstibucon estadistica coyo die-
gvama de sectores es el siguiente

udlu

» ®) ©

23 En la prensa aparecio el siguiente grafico. Trans-
forma este diagrama de sectores en un diagrama
de barras.
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Imagia una gran firal de

fitbol. Fata muy poco paa

el fina el partido; ef

marcador sefdla 00 y el i

érbitro pita penalti a favor jovenes panoles U2

del equipo local. ;A qué umu“ﬂ E\W'

jugador elegira el edaﬂ
renacior para anzario?

£l “mister” ojea os datos

que tiene de 5us tres

mejores tradores. £l

primero ha larzado 6

L penlls esta termporada y

eimetido 4 e segundo tird
7y metio 6,y el tercem.
hizo 2 goles en 5 Toonome-: g onp g\‘w:ec
Los gobernantes: wemuﬂl&s
aspone 4

10 garantiza ¢ éxlo. Quiza
ol jugador con mejores
datos tiene un mal

| momento, estd nervioso o

in Disroel istro biénico en el
e by el Berjomin Disroel fue primer mistro briénico en e

sigo xx. Era una persona aguday brlante que ha
dejado muchas frases para la histora, Una de ellas
muestra su enome desprecio hacie la estadistca

ia: “hay tres clases de mentias: mentras.
maldtas mentira, y estadisticas”

as medallas obtenidas por
esparioles en los juegos
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1 Parametros de centralizacion. P
La media aritmética

Se llama parametros o medidas de centralizacion a los parémetros que
tienden a situarse hacia el centro del conjunto de datos ordenados. Se les
llama también medidas de tendencia central o promedios.

Las medidas de tendencia central mas importantes son: la media aritmética,
la moda y la mediana.

% Media aritmética

Media aritmética, %, de una variable estadistica es el cociente entre la

suma de todos los valores de dicha variable y el numero de estos.

Si la variable X toma los valores x, con frecuencias absolutas f, a media
itmética es:

nhtnht. txf

it

Si los datos estan agrupados, se toma para x,las marcas de clase.

%

Un profesor tiene anotadas en un cuaderno las notas de los 40 alum-
e dn i s 3 s o s il

Wbﬂ-!l‘!l‘iﬂ?ll

[Wedeaummos |22 T« s [a o [3]4
Galcular la calfcacien media. arlk & 4
H i o
4 s 0
5 5| w
La calificacion media es 5,3 £ 2 Ey
En la prictics los cculos e disponen segin la tabla del margen | 8| a 32
B 3 a7
2 se ha aplicado un test a 88 alumnos, obteniéndose los siguientes re- [ a0 m2
sultados:
Puntaciones | N do aumnos
84e) 7
w50 ‘
5056) s a
(el i cases [ dece | (|
@® |
78) 5 i X,
mol | s ol
15039 | 3
Calcular a puntuacion media. o]
Disponemos los cilculos en la tabla del margen. {gry Il
" L M1744785..477:6_5204
La puntuacion media es: & =




Moda de una variale estasticaes o vlor de dicha varable que ine
mayor frecuenc

La moda se mpmsenu por M.

i los datos estan agrupados en clases se toma como valor aproximado,
dela moda a marc dea ase e presenta mayor recuenciaabsouta.
Esta clase se llama clase

£Qué quiere decir que una de
terminoda marca de pantalones
vagueros estd de moda

3 Un profesor tiene anotadas en un cuaderno las notas de los 40 alum-
i i e o s it

Hallar la moda.

La moda es M, = 6, ya que 6 es la calfcacion que ha obtenido un mayor
i

Esta distribucion, como solo tiene una moda, es unimodal.

recuenco.

4 Dada una distribucion de frecuencias, su tabla es:

Calcular la moda.

Las modas son M, = 3 estos dos valores de Ia variable.
los que tienen mayor coinda. i it o b (dos modas).

5 se ha aplicado un test a 88 alumnos, obteniéndose los siguientes re-
Una disrbucion puede o te sultados:
ner moda (s todos los doos

tenen la mis Puntuacones | 1. de sluminos

También puede ocurrir que una

distribucion tenga una moda t8as) 7

(unimodal, dos modas (bimo- aas0) s

dal tres modas (trimodal. 1s056) s
15662) 3
(e28) ®
(8870) 3
0] 5

Aun cuando la moda es uno

Calcular la moda.

encuentra prévima  los extre

La moda es 59, por ser la marca de la case [56-62) de mayor frecuencia
absoluta.




Mediana de una variable estaisica e n valo de l variabe al que
el niimero de valores menores que &l es igual al nmero

nes mayores que &l La mediana se representa por M.

i los datos estd agrupados, el Interalo o clase mediana es e pimer
intervalo cuya frecuencia absoluta acumulada es mayor que la mitad del
nimero de datos.

6 Dada la serie estadistica 11, 3, 5, 9, 12, 2, 6, calcular la mediana.
Ordenamos los datos: 2,3,5, 6,9, 11, 12

La mediana es M =

. por ser este el valor cental,

7 Dada la serie estadistica 12,5, 3,9, 11, 13, 2, 6, calcular la mediana.
Ordenamos los datos: 2,3,5, 6,9, 11, 12,13
En este caso hay dos valores centrales, que son 6 y 9; la mediana es:

+9
S==75
ibucién de notas siguiente:

La mitad del nimero total de datos es ‘1—0 =2

Se forma la tabla con las frecuencias absolutas acumuladas (en el margen).
La mediana es M = 5, dado que es el primer valor de la variable cuya
— 5 4 )

20.

9 Calcular la mediana de la distribucion de datos agrupados dada por
la tabla del margen.

12 mitad del nmero de datoses & - 4.

Se afade la columna con as frecuencias absolutas acumuladas.

La clase mediana serd el intenvalo [56-62), por ser el primer intervalo cu
i sksohde i € e s n ied el e O
t0s. La mediana estard en ese intervalo.

‘Como aproximacion al valor de la mediana, podemos tomar la marca de
Ia clase mediana, es decir, 5¢

[ 0 |

I

5 4 s |

i | 5 w2

5| 8 |mow

[ )

il 3

s &l ¥

s | 3| w

o

Puntua-

o
B[ 7 | 7
fso | 5| u
(5059 | 15 |30<a
1566 | 35 |55> 4
Gen | B [T
| o | &
iadol | & | @

[




4 Medidas de dispersion. P
Rango

I

t labln siguiente representa e
fe_respuestas correc-
cada alumno a un test

de cien preguntas:

GupoA | GrupoB
6 0
@8 s
49 30
50 50
50 50
51 7
5 8
54 %0

# Medidas de dispersion

Mercedes y Paco forman una pareja con una estatura muy parecida: Mer-
cedes mide 1,69 m, y Paco, 1,71 m. En cambio, Ana y Luis forman una
pareja muy singular, pues Ana es muy baiit, solo mide 1,45 m, y su novio,
Luis, s jugador de baloncesto y mide 1,95 m

i calculas la media de las tallas de Mercedes y Paco obienes 1,70 m. La
media de las tallas de Ana y Luis es también 1,70 m. Lo que diferencia a
ambas parefas es su comportamiento respecto a la media

E5 necesario, pues, conocer en qué medida Jos datos numéricos estén agru-
pados o no alrededor de los valores centrales. A esto es a lo que se llama
dispersion, y los parémetros que miden las desviaciones respecto de la
media se llaman parémetros de dispersion.

Las medidas de dispersion més importantes son el rango o recorrido, la
varianza y la desviacion tpica.

+ Rango

g recorio de e oy dferenca e rayory
el menor valor de la variable estadisti

Representamos el diagrama de
fe_ambas_distrbucio-

s | Gawos

[

12345678 12345678

La medio, moda y medion de
ambos grupos son todas igua-
les a so. En cambio, los dos

os de_alumnos son bien
distintos. (Qué diferencias ob-
servos?

Los pardmetros de centrlizo-
cion son nstficientes para el
estudio de una distibucion.

€l rango de la pareja Ana y Luis es: 1,95 m — 145 m = 0.5 m
Como ambas distrbuciones tienen el mismo numero de datos y el rango |
de la segunda es mayor, diremos que estd menos concentrada o més dis- |
persa que la otra

I rango de la pareja Mercedes y Paco es: 1,71 m — 1,69 m = 0,02 m |
|
[

10 Calcular el rango de la distribucion de notas del ejercicio 8, cuya
tabla viene en la pagina anterior.

) e, de las notas es 9 —
minima

8, ya que la nota maxima es 9 y la

Calcular el rango de la distribucion dada por a tabla:

Rango: 80 - 38 = 42




L |
Varianza y desviacién tipica

Volvamos a las tallas de Ana y Luis. Veamos en qué medida se separan de
Ia media

alla de Ana = 1,45 m

ol do Luts — 1,05 m | = X = talla media = 170 m

Los cuadrados de las desviaciones respecto a la media son:
(6 = % = (~0.25) = 0,0625
= % = (025)
i hallamos la media aritmética de los cuadrados de las desviaciones res-
pecto a la media, obtenemos la varianza.
X nszs +0,0625

= 0,625

La desviacion tipica es Ia raiz :uadrada positiva de la varianza
= V00625 = 0.25

Varianza de una variable es la media aritmética de los cuadrados de las
desviaciones respecto a la media.

a
Desviacién tipica es la raz cuadrada positiva de la varianza.
La varianza se representa por s, y la desviacién tipica por s.
[ A A A

g

h+f ok,
Rt e
fir .

12 (zltulav la varianza y la deswaoévl tlp«a de las notas del profesor
tabla reproducimos al

Ya elmmmex que la media aritmética es: % = 530
1 zes

+ Varianza: 8= <22 - (53F = 431

« Desviacion tipica: s = \/431 = 208

w

Calcular la varianza y la desviacion tipica de la distribucion obtenida
al aplicar un test 88 alumnos, cuya tabla expresamos al margen.
Ya obtuvimos que la media artmética es: X = 59,14

* Varianza: ' = g0k

- (59,14)' = 88,73
« Desviacion tipica: s = /88,73 = 942

x [k B
1| o2 2 2
2| 2| 8| @
3| el 2| =
il 5| o] %
s | 8| w0
6| 9| sa| 3
73| a|w
8| 4| n| =
s | 3| 7| w
[Too [ |16
o] w

7| | w7

& 36 e

15| 705 4213

251475 87025
(140 7600
5| "ol 439

i | S
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Pafnuti Chebyshev (18211894).

burgo, demostrd el importante.
resultado que estudias en este
eplorafe y que se conoce con el
rombrede Teoem de Cretys

p6 rimera_cotegoria
dentro de los matemiticos ru-
sos de su época. Fue miembro
extzanjero de la Royal Society
de Londres y delIntituto Fran:
cés, dos de las més importan-
tes intituciones de su époco.

Cuanto menor es el rango, la
ic facién tpica

el grado de representatividad
de las medidas de centraliza-

Se han anotado las tallas, en centimetros, de 33 alumnos, obteniéndose:
163, 169, 171, 163, 158, 168, 173, 167, 165, 172, 178, 156, 168, 165,
162, 158, 169, 171, 163, 171, 170, 177, 151, 181, 167, 167, 165, 166,
164, 158, 161, 176, 170.

Repesentams o pellgono de fecencas§ obsenaros aue o dstrbuctn
es unimodal y bastante simétrica

Ca\(u\zmus Ia media y la desviacién tipica:

66.76 cm

47 cm

Vamos a calcular el porcentaje de personas con estaturas en los siguientes
intervalos:

(=5, % +3) = (160,29; 173,23)
Hay 24 personas con estaturas en este intenvalo; o sea, el 72 % del total
(% = 25, % + 25) = (153,82; 179,70)
Hay 31 personas con estaturas en este intenvalo; o sea, el 94 % del total.
(% = 35, % + 39) = (147,35, 186,17)
Hay 33 personas con estaturas en este intervalo; 0 sea, el 100 % del total
Los siguientes gréficos dan una idea de los resultados obtenidos:

Estos resultados que acabamos de obtener experimentalmente se genera-
lizan del siguiente modo:

En distribuciones con una sola moda y bastante simétricas se verifica
que:

« En el intervalo (% ~ 5, % + 5) se encuentra el 68 % de los datos.
* En el intervalo (x ~ 25, % + 25) se encuentra el 95 % de los datos.
* En el intervalo (x ~ 3s, % + 35) se encuentra el 99 % de los datos.

[z




Ls Estadistica, que por su propia naturaleza maneja una gran cantidad de
datos, ha encontrado un aliado muy valioso en la Informatica, ya que los
‘ordenadores son capaces de realizar, sin equivocarse, miles de operaciones
en un segundo.

Una de las herramientas mas utilizada en calculos estadisticos es la hoja
de calculo, que permite introducir los datos de una distribucion y obtener
rapidamente los parémetros de una forma sencila y legante.

Cada hoja de calculo se presenta como una pantalla cuadriculada formada
por filas (horizontales) y columnas (verticales). La interseccion de una fila
con una columna se llama celda. Cada celda se identifica con la letra de
su columna y el nimero de su fila (A1, DS, ..).

Para introducir una informacion en una celda primero hay que activarla y
luego escribir el texto, dato o férmula que nos interesa.

Las formulas son operaciones matematicas que se realizan con los datos de
otras celdas. Cuando se activa una celda que contiene una férmula, en ella
se ve el resultado de fa operacion correspondiente, pero en la parte superior
de la hoja se visualiza su expresion.

Para ver como funciona una hoja de calculo vamos a resalver el siguiente
ejercicio

Calcular la puntuacién media, (o varianza y la desviacién tipica de la distr-
bucidn obtenida al aplicar un ' test 88 alumnos, cuyos resultados se mues-
tran en la tabla siguiente:

Puntuaciones | N.* de alumnos
138 - 44) 7
144 - 50) 8
150 - 56) 15
156 - 62) 2
(62 - 68) 18
68 - 78) 9
74 - 80) s

Al abrir la hoja de calculo de nuestro ordenador aparecera una tabla similar
a la que se muestra:




* Los titulos se introducen en las primeras filas y en las cabeceras de cada
m\umna (en nuestro caso, filas 1, 2, 3 y 4 de la tabla).

« Los datos que se introducen en a tabla son los extremos a y b de
mmmms o clases [a, b) y la frecuencia f. Estos datos se sitian en Ias
celdas amarillas

+ Las formulas, que has estudiado en este curso y que permiten calculr la
media, a varianza y la desviacion tipica, se colocan en las celdas rosas
Primero se selecciona la celda, luego se introduce el signo = y a conti-

nuacién se escribe la formula. Las formulas se dan en funcion de las

celdas donde se encuentran los datos.

4 & 4

+ i se seleccionan las casilas (D5:F11) y se da la orden de Rellenar-Hacia
abajo los demas nimeros de la tabla los calcula el ordenador de forma
automatica e instanténea.

i
La puntuacion media que proporciona la hoja de calculo es 59,1363636;
Ia varianza, 89,1632231, y la desviacion tipica, 9,44262798
i se tienen mis flas de datos hay que abrir més filas en la hoja de célculo.
Con esta tabla se pueden resolver todos los problemas reltivos a la media,
varianza y desviacién tpica. Como ves, s los datos numéricos son un poco
grandes las operaciones se complican, de modo que, si se hacen a lapiz,
el tiampo aumenta al mismo tiempo que las equivocaciones,




ESOLUCION DE PROBLEMAS

Pararesolver un problema...

+ Utilizar la calculadora cientifca.
+ Estudiar e interpretar el resultado.

Hallar la media y la desviacion tipica de la distribucion que estudia el
niimero de goles por partido marcados en la Liga de Futbol 86-87.

N de goles ‘a 123 4‘55 8

2
[2]z

|
|
|[Wode s | 52 | 7 [ a0 | o2 [ 36 | 15 @

PROBLEMA |

# El calculo de parametros estadisticos cuando se trata de un nimero im-
portante de datos es irrealizable sin la ayuda de una calculadora cienti-
fica. Las calculadoras cientificas permiten hallar la media aritmética y la
desviacién tipica simplemente introduciendo los valores de la variable y
sus frecuencias absolutas respectivas

UTILIZAR LA CALCULADORA |

1. Se selecciona el MODE SD (Statistics Descriptive).
2.2 Se borra la memoria, no sea que haya datos anteriores almacenados.
3.2 Se introducen los datos:

En algunas calculadoras, la tecla
[DATA]. Conviene revisar el manual antes de ponerse a trabajar.

se sustituye por la tecla

42 Se pulsa la teca[Z] y se obtiene la me-
diar X =229
5.2 Se pulsa la tecla [,] y se obtiene la des-

vagen tpis 32 155 s

PULSAR LA SECUENCIA
oE

# (Es posible que la media sea 2,297 En efecto, ya que, a la vista de la
tabla, sin operacion alguna podiamos haber estimado que fa media es-
taria entre 2 y 3. Y al estar los datos bastante concentrados la desviacion
tipica serd pequefia
Se ponen las umdades, sz o
X = 2,29 goles y s = 1,55 goles

RETAR
LAS SOLUCIONES |

=



ACTIVIDADES

1 Dada la distribucion estadistica siguiente:
3,2,57.6421,95764
Galcula la media aritmeética y a desiacion tipica.

~

Halla la media, la mediana y la moda de la dis-
tribucion cuya tabla de frecuenis es fa sic
quiente:

w

Las calficaciones de Juan e seis pruebas fueron:
87, 64, 92, 86, 69, 71

Halla la media, la mediana, el rango y a va-
rianza.

&

En un andliis de la sangre de unos pacientes se
obtuvieron, en miles por centimetro cdbico, las
siguientes cantidades de leucoitos

9,5, 12; 11,8; 14,5, 10; 17,5; 13,5.

Halla la media, la desviacin tipica y el rango.

5 Las puntuaciones obtenidas por 20 alumnos en
un test de razonamiento abstracto son fas si-
quientes:

16,22,21, 20,23, 22, 17, 15,13, 22, 17,18,
20,17, 22,16, 23,21, 22,18
Halla la media, el rango y la varianza

ARA ENTRENARSE ~ ©

1

Las puntuaciones obtenidas por un grupo de
alumnos en unas pruebas deportivas son las si-
guientes:

3,2,57,6,4,2,1,957,64

Hala la puntuacion media y fa desviacion tipica

El nimero de hijos de 10 familas seleccionadas
es el siguiente:

52,063,1,231,4

Halla la mediana y la varianza.

En una dlase de 25 alumnos la calficacion media
fue 5,7. Otra clase con 37 alumnos tuvo de ca-
Iiicacion media 5,4. ¢Cudl es a calficacion me-
dia de las dos clases?

La media de 12 nimeros enteros es 15. Cuando
se ariade un decimotercer entero, la media es 0,
2Cuil es el valor del dato anadido?

[
|

Durante el mes de julo, en una determinada ciu- |

dad de la costa levantina se han registrado las

siguientes temperaturas mximas:

32, 31, 28, 29, 29, 33, 32, 31, 30, 31, 31, 27, |

28, 29, 29, 30, 32, 31, 31, 30, 30, 29, 29, 30, |

30, 31, 30, 31, 34, 33, 33.

2 Halla la moda y la mediana

o) Calcla el recorido y la desiacién tpica

) Calcula ¢l porcentaje de datos que se encuentra
en el intervalo (5 — 25, & + 25).

sz



ACTIVIDADES

11 Los jugadores de un equipo de baloncesto se 14

adore
dasifican por aturas segin a tabla siguiente:

Alura N de jugadores
1.701.80) 3
[1:801.90) 4
1:90-2,00) s
| lzooziol | 3

Halla la media, la moda y la desviacion tipica.

Se ha aplado un et de capacidad espacil
compuesto por 90 preguntas, a 100 alumnos de
tercero de ESO, Falvéndose obenido os guien:
tes resultados:
N de respuestas | Nimero

correctas de alumnos.

(015) 10

(15-30) 15

13045) 25

145-60) 20

160-75) 20

[75.90] 10

2) Halla la media y la moda
b) Galcuia el rango y la varianza.

La temperatura que ha marcado un termémetro
en los diferentes dias de la semana ha sido
Dia Mauma | vinima |
Lunes [ 4 |
1 2
Mitrcols 2 3
Jueves 1 1|
Viemes 12 4
Sibado 1 0
Domingo 2 3

Halla:

3) La temperatura media méxima.
b) La temperatura media minima.
<) La media de las osclaciones extremas diarias.

-
S

18

Se b contralado o peso de 5 redin nacdos,
obteniéndose os siguientes resulta

Halla la media y la desviacén tipica.

Se i abendo s gt putuadonesen
un test de habilidad mental
50, 23, 45, 36, 56, 34, 56 67, 45, 34, 23, 45,
23,67, 54, 21, 34, 43, 12, 78, 36, 49, 53, 27,
66, 31, 45, 22, 33, 44, 48, 53, 57,77, 31, 23,
47,52, 33,37, 64, 21

2 Gl Sl el de oimros on pe
cion superior en cinco unidades a la med:

b) Comprueba s en el intervalo (£ — 5, X + ) se
encuentra aproximadamente el 68 % de los da-
tos.

La media de x, 4x -~ 3, x + 4, 16,9y
&4 4 muanm ke & tafs o2 s st b

Encontrar la media de los 1000 primeros ng-
meros naturales.

Se considera un nimero de 4 cifras: la media de
las dos primeras cifas es 7, la media de las dos
iffas centrales s 2,5 y la media de ls dos G-
timas s 8,5. Halla la media de la primera y la
cwarta cifra

La siguiente serie de datos:
18,21, 24, 3,36,37, b

esté ordenada y tiene de m:dlana 30y de media
32. Encuentra el valor de a

Cinco nimeros enteros positivos tienen de me-
di 12y deTango 15, 12 moday e on

5 8. Ordenados los numeros de mayor a
mermr, iqué valores puede tener el segundo nd-
mero?

(e



ACTIVIDADES

21 Utilza la tabla de la hoja de célculo pare resolver
los ejercicios de esta unidad y compara los re-

Slados qu btenges con ot e Tro.

22 utiliza la tabla de la hoja de calculo para ver qué
sucede cuando se suma 0 resta el mismo ni-
mero a Ia variable x, manteniendo Ia frecuencia.
2) tVaria la media? En cudnto?

b) eVaria la varianza? (En cudnto?
) &Varia a desviacion tipica? ¢En cudnto?

23 uunza la tabla de la hoja de calculo pam ver qu!
cuando se multipica por el mi
trero psitio a varabe % rantniendo s e
cuencia.
a) LVaria la media? éEn cudnto?
b) 2Varia la varianza? ¢En cudnto?
o) iVaria la desviacién tiica? En cuénto?

N
kY

Utliza la tabla de Ia hoja de célculo para ver qué
icede cuando se suman dos distribuciones con

la misma frecuencia.

aria la media? (Qué relacion hay entre I me-

dia de los sumandos y la media de suma?

25 En una distribucion en la que se estudia la talla
de 500 personas se sabe que la mediana es igual
a 1,67 m. 2Qué quiere decir?

26 i los numeros 6, 7, 8, 9y 12 los multiplicamos
por 2, se obtiene 12, 14, 16, 18 y 24. {Qué pu
des decir de las medias y las varianzas de ambas
series estadisticas?

27 i a los nimeros 6, 7, 8, 9.y 12 les sumamos 6,
se obtiene 12, 13, 14, 15 y 18. Compara las me-
dias aritmeéticas y las varianzas de ambas series

28

29

30

w
2

33

34

dnfluyen todos los datos en el calculo de fa
moda?

i dos distibuciones tienen e mismo nimero de
datos y los rangos son 7 y 25, cusl estard me-
nos dispersa?

Fijate que para halar la varianza hay que elevar
al cuadrado las desviaciones respecto a a media;
por ello, la varianza o se expresa en las mismas
unidades que los datos. De manera que si los
datos se expresan en metros, Zen qué unidades
se expresar la varianza?

n cud de os pardmetros medi, moda y me-
2, influye el orden?

iPuede ser |a varianza negativa? Razona Ia res-
puesta.

e »distibucitn tndenen 610 pesonss Se

sabe imodal y bastante simtrica. Se
Siene e la e ainica s 50yl i
cién tipica es 7. {Cuantas persanas se distribui-
ran en el intervalo (43, 57)?

Las puntuaciones de Cristina en cuatro pruebas

6,5 y 5. Cuanto debe sacar en la quinta
prueba para que la media de las cinco pruebas
sea 47

La media de una lista de 10 nmeros es 8. Si se
anaden a la lista 17 y 1, ¢cual es el valor de la
nueva media?

En cinco pruebas donde se puntia de 1 a 100,
ambos inclusive, Aitor ha tenido una puntuacion
media de 88 puntos. ¢Cudl s la puntuacion mas
baja que puede tener en la prueba?

La media y la mediana de un conjunto de dinco
ndmeros naturales distintos es 7 y el rango es 6.
Hala los cinco nimeros.




US S RCIASSIE DISE

MATEMATICAS

Carl Lewis, el *hijo del viento”, es uno de los mejores
atletas de la historia. Ha logrado nueve medalas de oro en
pruebas de carreras y saltos en distintas ediciones de los
Juegos Olimpicos. Cuatro de ellas las obtuvo en salto de
longitud. Sus marcas fueron:

Los Angeles ‘84 8,54 m ¢Cual es la marca
Seiil 88 €

872m media
Barcelona 92 8,67 m mejores saltos en
Atlanta ‘96 850m cada olimpiada?

Imagina que
tuvieras sobre

muy caliente (a
50 grados) y fos.
ples metidos en
un cubo de hielo a 0 grados.

T temperatura media seria estupenda (25, pero lo
més probable es que no te sintieras muy a gusto.
Como ves, la media entre dos datos no siempre es
it para reflejar bien la realidad.
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Estadisticas
para todo

4T crees que se podra
calcular estadisticamente si
las oraciones que dingimos
2 Dios son eficaces? ;Y la
distrbucién de buenas

onas en una
determinada regién”
Parecen deas descabelladas
y sequramente lo son, pero
Francis Galton crefa tanto en
Ia fuerza de los datos que
intentd reunir estadisticas
como esas.
Pero no estaba loco, Al

otras mucho més sensatas
que hacen que se le
considers uno de los padres

Inglaterra y, aunque iba para
médico, luego se dedic a
materias tan variadas como
fa meteorologia, la
antropologia y a gendtica.
Se cree que fue la primera
persona que hizo un “mapa
deltiempo” con datos que
recogié en un montdn de
observatorios astronémicos.
Fue también el primero en
demostrar; tras estudiar
miles de huellas dactiares,

revolucionaron [a forma
de analizar los datos.



Este cuadro, obra del pintor sevillano Bartolomé Esteban Murillo (1618-
1682), representa a unos nifos jugando a las cartas en la calle. Desde la
antigiiedad los hombres se han distraido con los juegos de azar
precsamente fos ] de aar fueron el Gl de I teoi de probati-
lidades; pero aunque la mayoria de los juegos de azar son tan antiguos
oo kit i, o ke 4o Dmhah\hdade‘ o gl hasts
finales del siglo xv1 y principios del siglo

Hoy en dia el célculo de probabilidades no solo se ocupa de problemas
asociados a los juegos de azar, sino que junto con la estadistica interviene
ot dnbitos e i, Algunes apicacones sonlos el <o
expectativas de vida con el fin de fiar las primas de seguros, el andisis de
1o previsones de veto ane unas elecciones, 0 o studt de marketing para
lanzar un nuevo producto al mercado.




Experiencias y sucesos aleatorios.
pacio muest:

La foto representa las extracciones de bolas de un bombo para los sorteos
de la Loteria Nacional. En cada extraccion se obtiene un nimero, que puede
ser0,1,2,3,4,56,7,8069.

y dia es posible realizar

Por muchas extracciones que hayamos realizado jamds podremos predecir
el resultado que obtendremos en una préxima extraccién. A los experimen
05 que cumplen esta condicién se los llama experimentos aleatorios. oM
ror nimeros aleatorios
jempl, se pueden obre.

in experimento es aleatorio cuando no se puede predecir el resultado
R e S
Espaclo muestrales ol conjunto formado por todos I resultados po-
sibles de un experimento. Se designa por € y a sus elementos se los
e eantcs 7 st

Suceso aleatorio es cuslguer conjunto formado por uno o ms ele-
mentos del espacio muestral

1 De los siguientes experimentos, cuales son aleatorios?
2) Extraer una carta de una baraja y anotar a qué palo pertenece.

R
sus caras y anotar el resultado de la cara sup:

<) Arrojar una piedra al vacio y medir su aceleracion.
o) Lanaar i i do cils (o cijes caes eshn escros s o

bolos 1, X, 2) y anotar el simbolo que aparece en la cara superior.
€) Medir la longitud de una circunferencia de radio 3 cm.

) Abri las compuertas de un estanque lleno de agua y anotar qué.
ocurre.

Son experimentos aleatorios los de los apartados a, b y d, ya que por
repitan bajo anélogas condiciones jamés podremos

predecir el resultado que vamos a obtener.

En cambio, los experimentos de los apartados c, e y f o son aleatorios,

ya que de antemano sabemos el resuitado que vamos a obtener.




2 Tipos de sucesos

 IDEA DE SUCESO IMPOSIBLE

Al accionar o aguja de lo -
leta_anterior es imposible ob.
tener un nimero mayor que 1o.

Consideremos el experimento aleatorio asociado al lanzamiento de un dado
cbico con las caras numeradas del 1 al

Sucesos elementales son los formados por un solo resultado:
{1}. {2}, {3}, {4}, {5}, {6}
Sucesos compuestos son los formados por més de un resultado:
alir par = {2, 4, 6}. Salir miltiplo de 3 = {3, 6}
Suceso cierto o seguro s el que siempre se realiza
Salir ndmero menor que 7 = {1, 2, 3, 4,5, 6}
Suceso imposible es el que nunca se realiza
Salir nimero negativo,
Suceso contrario
Consideremos el suceso salir par A = (2, 4, 6}, el suceso A&
{1. 3, 5} se denomina suceso contrario de A
Al conjunto de todos los sucesos de un experimento aleatorio se lo deno-
mina espacio de sucesos y se designa por

salirimpan

Suceso elemental es el que esta formado por un solo resultado.
Suceso compuesto esta formado por mds de un resultado.

Suceso cierto o seguro es el que siempre se realiza. Se designa por .
Suceso imposible es el que nunca se realiza. Se designa por @.
Suceso contrario de A es el que se realiza cuando no se realiza A Se
designa por A,

2 Estudiar el experimento aleatorio que consiste en lanzar un dado de
q
quinielas y anotar el simbolo que aparece en la cara superior.

Espacio muestral E={1X

Espacio de sucesos: s {B‘ (1)‘ X 21 {1 X {1 2)
12X, {1.X,2

Sucesos elementales: {1h: X {2}

‘Algunos sucesos compuestos: A = {1, X B ={1, 2}

Suceso cirto E={1,X2} |

Suceso imposible: Q |




E—

“ Unién de sucesos

En el experimento aleatorio del lanzamiento del dado, cuyo espacio mues-
tral es E = {1, 2, 3, 4, 5, 6}, consideremos los siguientes sucesos:

A = salic pan

asalir nimero primo»
Formemos el suceso:

C = esalir par o nimero primo» = {2, 3, 4, 5, 6}
Este suceso se llama suceso unién de Ay 8.

}
2,3,5}

Dados dos sucesos, Ay B, de un mi imento aleat
Saceso union de A y B ol uceso Qe e 601z cuando 5 (el A © B,
Esta formado por los puntos muestrales de A o 8.

El suceso A union B se representa por A U B 0 por A 0 B.

4 Interseccion de sucesos
Consideremos nuevamente los sucesos A y B del ejemplo anterior:

A = walit pan
B = asalir nimero primo»
Formemos e suceso D = «sair par y ndmero primo» = {2}
Este suceso se llama suceso interseccién de A y B

Dados dos sucesos, A y B, de un mismo experimento aleatorio, llama-
remos suceso interseccién de A y B al suceso que se realiza cuando se
realizan simulténeamente los sucesos A y B. Esta formado por los pun-
tos muestrales comunes a los sucesos Ay B.

El suceso A interseccion B se representa por A 1 B 0 por A y B.

Si la interseccidn de dos sucesos es el suceso imposible se dice que los
sucesos son incompatibles. En caso contrario, se llaman compatibles.

Dados dos sucesos, Ay B, de un mismo experimento aleatorio, se tiene:
SiA N B =0, entonces Ay B son incompatibles.
SIAN B # 0, entonces Ay B son compatibles.

3 Calcular la union y la interseccion de los siguientes sucesos:

e LD G
25} = CuD= {2456} : CND




Vanesa quiere regalar a su hermana por su cumpleafios un jersey, pero
duda si abierto o cerrado; rosa, amarillo o verde; y de aigodsn o de lana.
iCusntas posibilidades tiene?

Obsenva el siguiente diagrama en arbol:

formas posibles X colores posibles. x calidades posibles
2 x3 x2=12

Por tanto, tiene 12 posibilidades de elegir jersey.

segund
stinos, entoncs l ndmero de Tesah

s: un primer experimento u-ne m resultados distintos y un
erimento tiene n
Tados deimos para fos dos experinantss &5 n

4 se lanzan tres monedas. Formar el espacio muestral.
En el margen formamos el diagrama en arbol para este experimento.
£ = {CCC, COX, OXC, XCC, CXX, XOX, XXC, XKK}

5 Se lanzan una moneda y un dado cibico con las caras numeradas del
{6, Cadttos lamants ten o paco msstrr
Ia moneda tiene 2 posiidades y ¢l dado 6, el espacio muestral

gt s

6 Se lanzan una moneda y un dado y se extrae una carta de una baraja.
Cuéntos elementos tiene el espacio muestral?
posttildad de la moneda  posibiidad deldado x posiiidad de a baraa
2 =480

0=

El espacio muestral estars formado por 480 resultados distntos.

27




En una rifa se han hecho 100000 papeletas con los numeros del 1 al
100000. Como todos los nGmeros son igualmente probables, si se compra
una papeleta diremos que hay una oportunidad entre 100000 de ganar el
premio; o también que la probabilidad de ganar es:

100000
Si se compran 100 papeletas tendremos 100 oportunidades entre 100000
de ganar. Diremos que la probabilidad de ganar es:

100
100000
A las oportunidades se les llama casos favorables, y al total de resultados
del Expenmemu casos posibles
matemtico francés Pierre Simon de Laplace dio la primera
Genican de probabilidad, que dice asi

Si todos los resultados de un experimento son equiprobables, se tiene.
que:

* de casos favorables al suceso
. de casos posibles

probabilidad de un suceso

7 Lanzamos un dado. Hallar la probabilidad de obtener:
2) Un nimero impar.

b) Un mitiplo de 3.

©l espacio muestral s £ = {1,2,3,4,5, 6).

Los sucesos cuya probabilidad nos piden son:

3) A = cobtener un nimero impan = {1, 3, 5} = p(A) :2

b) C = cobtener un mltiplo de 3 = {3, 6} = ;m:%

8 Lanzamos dos monedas. Hallar las siguientes probabilidades:
a) Obtener dos caras.
b) Obtener al menos una cruz.
El espacio muestral es E = {CC, CX, X, XK}.
Los sucesos cuya probabilidad nos piden son:
A== o=}

b

- (04X, 00 = p0) - 2

—

Dos sucesos son equiprobables
cuando tienen la misma pro-
abllidod.

Lo definicion de Laploce solo
se puede aplcar cuando los -
cesos elementales del experi-
mento son equiprobables.




6 Propiedades de la probabilidad

Umaa

9
IO

Uma B
Y 9 9

La taba se fue redondeando y.
dio lugar al dodo.

1. £ contrario del suceso clerto
es el suceso imposible; es de.

E=p
2. 6 contrario del suceso im

posible s el suceso cierto; es
decir:

b-¢

« Escala de probabilidad

Observa las umas A y 8 del margen. Extraemos una bola de una urna y

queremos hallar la probabilidad de que sea verde.

En la urna A es imposible extraer una bola verde. Hay 0 oportunidades.
0

entre 4. p(@) = i 0

En la urna B es sequro extraer una bola verde. Hay 4 oportunidades entre 4.

4
PO =7=1

Cualquier otra composicién de la urna con cuatro bolas rojas y verdes nos
daria que Ia probabilidad de extraer una bola verde es un nimero com-
prendido entre 0y 1

La probabilidad del suceso imposible s 0.
La probabilidad del suceso seguro e 1.
La probabilidad de un suceso es un nimero comprendido entre 0y 1.

Probabilidad del suceso contrario
En una bolsa hay 7 bolas blancas, 3 verdes y 2 rojas. Consideramos el

suceso A = «Sacar una bola blanca». Su probabilidad es p(A) = 7

El suceso contrario de A es A = «Sacar una bola verde o roja». Su pro-
babilidad es p(A) = .
Observa que todos los sucesos elementales (1as 12 bolas) se han tenido en

cuenta en A o en A. La suma de todos los casos favorables es entonces
igual al nmero de casos posibles. Por tanto:

s
plA) + p(A) = Ak 1 plA) = 1 - p(A)
| P = 1 plA)

Una urna contiene 20 bolas rojas, 15 azules y 7 verdes. Se extrae una
bola. Hallar la probabilidad de que sea roja o verd

|
Si representamos por R = «obtener una bola rojan, A = «obtener una bola

azubb y V = cobtener una bola verden, se tiene:

plroja o verde) = p(R U V)

AUR=EyAnA=0
*ml




Probabilidad o

de la unién de sucesos

Probabilidad de la unién de sucesos incompatibles

Para el experimento del lanzamiento del dado consideremos los sucesos:
A=1{246.8={5;AUB={2456

i calculamos probabildades, resulta

p(A) + plB)

lsi dos sucesos, A y B, son incompatibles, se verifica:
PA U B) = plA) + plE)

| # Probabilidad de la unién de sucesos compatibles
Lanzamos un dado y consideremos los sucesos:

A = cobtener un nimero impar» = {1, 3, 5} = p(A) = é

2
8 = cobtener un miltiplo de 3» = {3, 6} = p(®) = ¢
Estos sucesos son compatibles. Entonces;

AUB={1,3,56) = pAUB =7,yANB={3} = plAng =

Con estos resultados podemos comprobar (a relacion:

4,13 2

+2=2 42 esdecir, plAU B+ plA N B) = p(A) + p(e)
T8t E Sdedt pAUB +pAND = plA) + pE)

Y despejando p(A U B): p(A U B) = p(A) + p(B) — p(A N B)

Si Ay 8 son dos sucesos compatibles, se verif
PAUB) = p(A) + p(B) ~ p(A N B)

o

En el experimento de extraer una carta de una baraja espaiola se
‘consideran los sucesos: A = «obtener un oroy, B = «obtener un rey:
y C = «obtener el as de espadas». Hallar la probabilidad de A U B y
Auc

Ay B son compatibles, pero Ay C son incompatbles; entonces:
3

WA B = plA)+pl®) -~ pA B = Jo - R

PIAU O = plA) + plO)

|[514y 8 son dos sucesos com
tibles de un mismo_exper

Suceso interseccion de A y B.

Eljuego de las cartas no se in-
vents. hasta el siglo xv, pero
como el precio de ls cartas o
era aseuible o la mayoria de
los personas tards' mucho en
implantarse.

e
EFALL




Probabilidad de sucesos '
en experimentos compuestos

Vamos a ver la forma de hallar la probabilidad de un suceso en un expe-
fimento compuesto a partir de las probabilidades de los sucesos de los
experimentos simples que o componen.
Para ello resolveremos los siguientes ejemplos, primero aplicando fa defi-
nicién de Laplace y posteriormente como producto de probabilidades de
los sucesos de los experimentos simples

11 Lanzamos tres veces una moneda. Hallar la probabilidad de obtener
tres caras.

€l espacio muestral es:
E = {CCC, COX, CXC, XCC, CXX, XCX, XXC, XK}
Casos favorables: 1. Casos posibles: 8

pCyCyQ=pCncna=

Observa el diagrama en arbol del margen. Fjate que podiamos haber
tatl o prpelliad s S e e cacu o proucts do s
probabilidades de cada suceso del siguiente modo:

pCNCNQ =p(O:plO PO =

E

n los experimentos compuestos cada resultado viene dado por un camino
del dxagrama en arbol; si indicamos sobre cada rama su probabilidad, ve-

jemos obtener la probabilidad del camino multiplicando las
pwbabnhdades de cada una de sus ramas. Este es un importante resultado
G 5 conoce como regla del producto, y dice 31

de fas ramas de dicho cai

'hpmbabﬂidad“ ino es igual al producto de I

12 Extraemos consecutivamente y sin devolucion dos cartas de una ba-
raj. Hallar la probabilidad de que ambas sean reyes.

Mediante el diagrama en 4rbol obtenemos:
4.3 1
plobtenerdos rees) = ey plrey) = 25 2 = 73

Observa que, i se ha obtenido un rey en la primera extraccion, para la
segunda solo tenemos tres reyes y 39 cartas; de ahi que la probabilidad

de obtener un rey en Ia segunda extraccion sea 2.




En una bolsa hay 15 bolas rojas y 10 verdes. Extraemos dos bolas de la
ura. Hallar fa probabilidad de que ambas sean rojas
3) Devolviendo la primera bola extraida.  b) Sin devolverla.

Reprsetamos o . = cbteer bl 1o 0 primers exacén  pr
obtener bola oja en la segunda extraccié.

) Con devoucibn. Segin dlagrama en albo\ del margen, tenemos

15
plroja y roja) = piR. 1 "”zs 5P
b) Sin devolucion. Segin el diagrama en rbol del margen, tenemos
15 14_7
plrja y roe) = pR N R) = 5257 = 55

e o el i edacit, oo o condios ol do'a
segunda; se dice que los sucesos son independ

En cambm en b, el resultado obtenido en la primera exﬂamdn condiciona
el resultado de la segunda, ya que supuesto que se ha obtenido una bola
foja, como no se devuelv, tenemos 14 bolas ojas y 24 bolas en total. Por
ello se dice que los sucesos son dependientes. Escribimos entonces:

PR,y R)

La probabilidad p(%, supuesto ocurido R,) se llama probabilidad de R,
condicionada a R, y se representa por p(R/R,)

pIR.) - plR., supuesto ocurrido R)

Si Ay B son independientes se verifica:
PIAYB) = p(A 0 B) = plA) p(B)

13 Extraemos de una baraja tres e N e bR e
sean tres ases e los siguientes ca
2) Con devolucion después de cada extraccion.
b) Sin devolucion.

Representamos por
del margen, resulta:

= cobtener un as». Segin los diagramas en arbol

44

=pANANA =

a) plasy asy as) = plA N=%w

Los resultados de cada extraccén o condi
ello,los sucesos son independientes.

4 3 2 1
b plasyasy a9 = pANANA = o300 = o

Los sucesos son dependientes.

Bi5 Sl i

Con devolucion

=

Sin devolucién

E




RESOLUCION DE PROBLEMAS

Para Iver un problema...

+ Acotar las soluciones
+ Enunciar una conjetura y probara

_Prosiema El estadistico Bradley (Universidad de Stanford) disend estos dados:

Un jugador escoge y lanza un dado; a continuacién, un segundo ju-
gador escoge y lanza otro dado. Gana el jugador que obtenga mayor
numero. ¢Quién tiene ventaja, el primer jugador o el sequndo?

# Supongamos que el primer jugador escoge el dado A tal y como estan
disefiados no parece que con los dados B o C se pueda ganar al dado

| ACOTAR LAS SOLUCIONES
A. En cambio, las caras de D si parecen superiores a las de A

ENUNCIAR LA CONETURA || ¢ Si €l primer jugador escoge el dado A, el sequndo jugador escoge el
| Y PROBARLA dado Dy gana. Analicemos todas las posibilidades:
Lanza o Lorza el Jogadr
prmer jugador i g
3

Lonza
eldada Ay otiene |6l dado
Como 0<1 gana  con pobabiiond £

2
e T P —

-
PP —r
i Camo 4.1 gana Acon srobavicod 33
2 cano <5 gana 0 con osabins 2

(gane A) = 22 - 1

i “3%73
ul6 12 _2 2

POel) s 3 a3

En este caso tiene ventaja el jugador que escoge en segundo lugar.

Es importante destacar:

1.2 En todos los casos tiene ventaja el que escoge en sequndo lugar.

2 Bl diseo de los dados es no transitvo, de tal manera que si A gana
8y B gana a C no se deduce que A gane a C.
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Sea el experimento que consiste en lanzar un
dado cibico con las caras numeradas del 1 al 6
y consideremos los siguientes sucesos:

Para los sucesos del ejercicio anterior, indica cud-
les son compatibles y cudles incompatibles.

En una bolsa se tienen ocho bolas numeradas

del 1318, Se realiza el experimento que consiste

o la extraccion de una bola, anotar su nimero
fevolverla a la b

Guientes sucesos

olsa. Consideremos los si-
={1.23.4,5;

Forma los sucesos:
ANB BNA ANBNC AByC
Si extraes una carta de una baraja espariola, cal-
cula la probabilidad de que:

2) Sea un rey.

b) Sea un oro.

o) Sea el rey de oros.
d) Sea un rey o un oro.

Una bolsa A contiene 12 bolas verdes y 4 rojas,
y otra bolsa B contiene 20 bolas verdes y 10 ro-
Jas. £En qué bolsa es mas probable obtener una
bola verde:

Imaginai! que la probabilidad de nacer varon es
De una familia con tres hios, cacula
pababindod de que:

3) Los tres sean varones,
b) Ninguno sea varon.

1"

7 En una bolsa se introducen 4 bolas azules, 4 ro-
jas y 2 verdes. Se agita la bolsa y seguidamente
Se extraen tres bolas, de las que dos son rojas y
una azul. A continuacion se extrae otra bola.
£Queé color es el que tiene mayor probabilidad
de ser elegido?

8 iCudl es Ia probabilidad de que, al lanzar dos
dados, salga, por suma, o bien 3, o bien 4, 0
bien 57

lanzan al aire tres monedas. Determina la
pmbablhdad de que se obtengan al menos dos

Una urna contiene 8 bolas rojas, 5 amarillas y 7
verdes. Se extrae una al azar. Determina la pro-
babilidad de que:

a) Sea roja o verde,
b) No sea roja

Se lanzan simulténeamente dos dados con las
caras numeradas del 1 al 6. Halla |a probabilidad
de que la suma de los puntos obtenidos sea me-
nor que 7.

Se ha trucado una moneda de tal forma que la
probabidad de obtenr cara s rle i I
probabilidad de obtener cruz. (Cudl es la
babilidad de cada suceso elemental?

in dado estd trucado de modo que la proba-
bilidad de obtener las distintas caras es directa-
mente proporcional a los numeros de estas. Cal-
cula:

4) La probabilidad de cada una de las caras.
b) La probabilidad de sacar un nimero par.

Un dado ests trucado de modo que la proba-
bilidad de obtener las distintas caras es inversa-
mente proporcional a los nimeros de estas. Cal-
ala:

2) La probabilidad de cada una de las caras.
b) La probabilidad de sacar un nimero mitiplo
de3
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20

21

22

Halla la probabilidad de un suceso sabiendo
la suma de su cuadrado y la del cuadrado de la

probabildad del suceso contrario es igual a &

Halla a probabilidad de que la suma de los pun-
o de o cars vl deun do quese a5
al azar sea miltiplo de

Se lanzan tres dados al aire. Calcula la probabi-
lidad de que se obtenga:

3) Un 4 en cada dado

b) Una suma total de puntos igual a 8

Sean A, B y C tres sucesos independientes tales

que p(A) = 0,2, p(B) = 0.8 y p 28

Ia probabilidad de los sucesos siguientes
uc

Se extrae al azar una carta de una baraja espa-

ae
fiola. Halla la probabilidad de que salga «un as
o una copa.

Halla la probabilidad de obtener dos ases al ex-
traer dos carta de una bara, i una vez e
traida la primera se devuelve al mazo.

A un congreso de cientificos asisten 100 congre-
sistas. De ellos, 80 hablan solo francés y 40 solo
inglés. ¢Cudl es la probabilidad de que dos con-
gresistas elegidos al azar no puedan entenderse
sin intérpretes?

Se ha comprobado que en una ciudad estén en-

fermos con diarrea el 60 % de los nifios, con sa-
rampicn, el 50 %, y con ambas enfermedades,
20%

2) Galcula Ia probabiidad de que, elegido un nifo
al azar, esté enfermo con diartes, 0 serampion,
0 con ambas enfermedades.

) En un colegio con 450 nifos, dcusntos cabe es-
perar que estén enfermos con dirrea o saram-
pion?

23

24

26

27

29

30

Un jugador expresé a Ga' orpresa al ob-
servar que, al jugar con 5,la suma 10
aparece con més frecuencic .2 suma 9. {Hay

razones para que sea asi?

Un aiet et formado por vres pares, A, 8y

. €l proceso de fabricacion es tal que la pro-

babidad ge un defecto en A s 03, deun de-

0,04y de un defecto en C es 0,08.

il esla pmbabmdad de que el objeto o sea
defectu

Halla la probabilidad de obtener al menos un 6
doble en 10 tiradas de dos dados.

La probabilidad de que una bomba lanzada por
un avign haga blanco en el objetivo es 3 . Halla

la probabilidad de alcanzar el objetivo sise tiran
tres bombas seguidas.

A un paciente se le aplican tres sueros indepen-
dientes con probabilidades de éxito 0,90; 0,95 y
0,92. Halla la probabilidad de que el paciente se
are.

En el banquete de una boda se sientan en la
presidencia 10 personas. Calcula la probabilidad
de que los novios estuvieran juntos si se hubie-
an sentado al azar

En una clase hay 24 chicas y 16 chicos Se quiere
formar una comisidn compuesta por dos perso-
nas. Para ello se escriben en tarjetas los nombres
de cada uno de los alumnos, se introducen en
una bolsa y se extraen a continuacion dos tar-
jetas. Halla la probabilidad de que:

3) Sean dos chicas.
b) Sean dos chicos
) Sean una chica y un chico.

Un estudiante de hmona busca en tres libros
una piramide de poblacion que necesita para un
trabajo. Las probabilidades de encontrarla en el
primero, segundo o tercero son, respectiva-
mente, 0,5; 0,6 y 0.7. Halla la probabilidad de
que la encuentre:

=
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a) Solamente en un manual
b) Unicamente en dos manuales.
) En los tres manuales

Hallala probabildad de ganar dos de trs juegos
independientes, si fa probabilidad de ganar cual-
quiera de ellos es 0,01

La probabilidad de que una persona sea rubia es
0,4, y la probabilidad de que tenga los ojos
g5 €5 03, Calcula s siuietes probabdades
de los siguientes sucesos:

2) Que sea rubia y tenga los ojos negros
b) Que sea rubia 0 tenga los ojos negros
) Que sean tres personas rubiss.

Para la sefializacion de emergencia de un colegio
se han instalado tres indicadores que funcionan
oLy oo W
indicador funcione cuando se produce la averia
€5 0,99 para el primero de ellos y 0,95 para el
segundo. Halla la probabilidad de que durante
Ia averia funcione solamente uno.

La probabildad de que un hombre y una mujer
de 18 afios vivan 50 aos mas es 0,6 y 0,7, res-
pectivamente. Calcula la_probabilidad de que,
pasados los cincuenta afos:

2) Vivan ambos
b) Viva solo la mujer

) Viva 2l menos uno de s dos
) No viva ninguno de los dos.

Un opositor ha preparado 10 de los 14 temas de
que consta el programa de la asignatura. S
G ol Y s Al Iy prowbeiad
de que conteste bien:

2) Exactamente a dos temas.
b) A dos temas por lo menos,

37

38 se efectia un experimento que consiste en el

a

42

En Ja extraccion de una carta de una baraja se
consideran los siguientes sucesos:

A = esacar una espadan.

«sacar una figuray.

Explica s son compatibles o incompatibles.

Indica s son ciertas o falsas las siguientes afir-

maciones poniendo un ejemplo que aclare tus

respuestas:

2) i dos sucesos son contarios entonces son com-
tbles.

b) Si dos sucesos son incompatibles entonces son
contrarios

s y la extraccion de una
carta de una baraja espafiola. ¢Cudntos elemen-
tos tiene el espacio muestral del experimento
compuesto?

Si lanzas al aire 12 monedas y repites muchas
veces o xprientoy Loul de o iienes -
cesos se produciré mas a menudo?

A= 2 caras y 10 cruces»,

B= 5 aaras y 7 cruces,

iPuede ser negativa la probabilidad de un su-
ceso? &Y mayor que la unidad? Razona la res-
puesta

Lanzamos dos dados y solo anotamos su suma;
ol espacio muestral es
E=1{2,3,4,56,7,82910,11,12}

£Son todos los sucesos elementales equiproba-
bles?

Se sabe que la probabilidad de un suceso es 0,3.
£Cudl es la probabilidad del suceso contrario?
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43 i dos sucesos son dependientes, para calcular la
probabilidad de su interseccion, Zhay que tener
en cuenta lo ocurrido en el primer suceso para
aalaular la probabildad del segundo? &Y si son

independientes?

/ACTIVIDADES PARA PROFUNDIZAR

44 En un centro escolar, los alumnos pueden optar,
por cursar como lengua extraniera, entre inglés
o francés. En un determinado curso, el 90 % es-
tudia inglés, y el resto, francés. £l 30 % de los

%. Elegido un
alumno al azar, icudl es la probabilidad de que
sea chica?

45 Un psicologo de una empresa de seguros del
| ™ ramo del automévil ha estudiado el comporta-
miento de los asegurados cuando conducen, ya
estén sobrios o ebrios, y ha constatado que la
probabilidad de que un conductor sobrio tenga
un accidente es 0,001, y la probabilidad de que
lo tenga un conductor ebrio es 05. Por otra
parte, ha detectado que la probabilidad de con
ducir borracho es 0,01. Halla la probabilidad de
que se produzca un accidente y que al hacer la
| prueba de alcoholemia af conductor dé posivo

46 Un robot empieza a explorar un laberinto. Los
caminos que salen de cada bifurcacion son equi
probables (excepto que no se puede retroceder).
Al final de cada camino hay una trampa. (En

cusl de las trampas es mis probable que acabe
ol robot, 0 son todas las trampas igualmente
probables?

47 Una persona despistada ha escrito 4 cartas y sus 1
correspondientes sobres, pero a la hora de guar-
dar las cartas en los sobres lo hace tan atolon
dradamente que podemos considerar que sigue
Ia ley de azar. Hala la probabilidad de que cada
carta esté en su sobre correspondiente

Un grupo de 24 amigos tienen la costumbre de
celebrar sus cumplearios inviténdose todos.
Como solo se puede acudir en el mismo dia a
una sola fiesta, écudl es la probabilidad de no
poder asistir a alguna fiesta debido a la coindi-
dencia de fechas de nacimiento?

Dos equipos juegan a la pelota. £l equipo que
primero marque 5 goles gana el premio, un mi-
flon de pesetas. Se supone que los dos equipos
son igual de buenos. Debido a fa lluvia se sus-
pende cuando el marcador sefiala 4-3. ¢En qué
proporcion debe repartise el premio con justicia
segun las probabilidades que quedan de ganar?

mm n i

Observa los dados no transitivos de Bradiey que
vimos en la pagina de resolucion de problemas
de esta unidad y contesta a estas preguntas:

3) i el primer jugador escoge ¢l dado B, iqué
dado debers escoger el segqundo jugador?

b) Si el primer jugador escoge ¢l dado C, équé

dado deberd escoger el segundo jugador?

o) si el primer jugador escoge ¢l dado D, Zqu

& escoger el segundo jugador?




MHTEM

ATICAS.

Laafiion a los dedos y a s cartas (a s de escrbi; no a
Ias de jugar) de un noble y de dos mateméticos estan en el
origen de la moderna teoria de la probebildad.
Antonio Gombard, un noble france
¥ era conocido como el Cabalero de Meére, era muy
afcionado a ugar a los dados. Le gustaba observary.
apuntarcon qué frecuencia oblenia unos u olros
resulados altaros

1 una ocasion escibid @ su amigo, e famoso
matemético Blas Pscal, comentindole algunas de
sus obsenvaciones. Pascal se teresa pronto por ¢l
asunto ya 5u vez se ls transmits por carta a su

iPor qué increile?
BT7777esm

nimero muy lametivo, gm0 colega Prere de Ferm

yahas aprenddo que Las cartas cruzadas entre los tres (el cabalro )
exactamente les mismes p_mm Q curiosos mateméticos) es el orgen de la modem

de salrpremiado que cualier ofro. 1a probobiicad. {Para que luego digan que jugar es ,.mev 74
Pero vece “raro”, casi tiempo!

radie quiere jugar a nimeros como e
00001 o 6l 99999, Ya ves, en el

NTIDO COMON

el sigoxve. 18
’«)nrewa - prmmuau aque
s 00888

ierre Si
armera Gfiicen 1 s aner
”yahws\oenmr«w

o
o “on el fondo, I teori®
sentido comin

es poca
T conocames €5
coa e

Jnoramos.
cosa,y lo que 1"
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Nueve bolss numerads del 1 al 9 se encuentran en una ura. S extrae
una bola al azar; halla la probabilidad de que la bola extraida sea:

dpar  bimpr O mayoraues o menorque @) O

2 Se lanzan un dado y una moneda. Forma el espacio muestral y halla las

~

probablidades de los siguientes sucesos:
2) Sacar cara en la moneda.

b) Sacar menor de 4 en ¢l dado,

0 Sacar cara en la moneda y menor de 4 en el dado.

n las coordenadas de los
par ordenado (x, y) es
dad de que:

i blx+y<5  QnixniysenS  dy>x

Sea S el conjunto de 25 pares ordenados que
25 puntos que muestra I figura del margen.
escogido al azar del conjunto S, halla la probabil

A xty=

Sea 0,152 la probabilidad de ser hospitalizado durante un afio. Si se su-
pone que la hospitaizacion de un miembro de una familla es indepen-
diente de la de los otros, halla la probabilidad de que en una familia
fomadapor 8 mienbios inguno d elos s hespmhndn alo largo de
un ano. ¢Te parece razonable la suposicion de independencia?

Supongamos que el 4% de [as mujeres tiene o ojos azules y que l 1 %
de los hombres también tiene [os ojos azules.Si en una poblacion el 60 %
de las personas son mujeres, calcula la probabilidad de que elegida una
persona al azar:

2) Sea mujer con ojos azules. b) Tenga los ojos azules

Una uma contiene 2 bolas rojas, 3 verdes y 5 negras. Se extraen dos bolas
al azar, halla las probabilidades de los siguientes sucesos, primero con
devolucién y despues sin devolucion:

3) Una sea roja y la otra verde. b) Las dos sean del mismo color.

i la probablidad de nacer varon en una famila es =, écusl es la proba-

3
bilidad de que en una familia de tres hijos los tres sean varones?

Enuna ura hay 11 b, tales que encada una de el fgra un era
de la palabra MATEMATICAS. Se extrae cinco veces seguidas una bola.
iy probabilidad de que se obtengan las bolas en el orden de la
palabra MATES, considerando las extracciones primero con devolucion y
después sin devolucion.

Dados los cinco numeros: 20, 35, 50, 60 y 85, anadie 4 nimeros a la lista
para que la media y el rango de los nueve nimeros sean iguales a los de
los cinco primeros.




13

14

1,2,23,3,4,801,22,3,3580,1,223359.
a) Efectia el recuento construyendo una tabla de frecuencias.

b) Representa graficamente Iz distribucion.

o) Halla la media, la mediana, y |

) Halla el rango, la varianza y la desviacion tipica

Bl Euda d pornise de individuos que se encuentra en cada uno de los

TE-sxtd Bomreds G-mEen
(Puedes uilzar una hoja de célculo para resolver el ejerccio.)

Los siguientes datos proporcionan la poblacién en millones de las 35 dreas

urbanas mas pobladas:

162 78 70 54 44 38 31 93 74 60 47 41 32 30

13 77 70 50 43 37 31 86 73 55 46 41 31 29

108 76 70 48 43 32

2) Construye una tabla de frecuencias tal que la primera clase tenga de ex-
tremos (2, 4) y las restantes tengan I3 misma amplitud.

b) Representa graficamente la distribucion.

<) Halla la media, la mediana, la moda, el rango y la desviacion tipica.

(Puedes utilzar una hoja de calculo para resolver el ejercicio.)

Una encuesta sobre las vacaciones que se toman al afio 2000 altos cje-
cutivos viene representada e el diagrama de sectores del margen.

2) Reflea los catos en una tabla d fecuencas, dando las vacacones en dias
) Halla a media y la desviacién tipica de esta distribucion

La tabla siguiente muestra las edades de 40 personas:

[eaaa [0]a]a]n]u]s]s]a]
= DEDDDEDD

2) Representa el diagrama de barras y el poligono de frecuencias absolutas
b) Representa el diagrama de barras y el poligono de frecuencas acumuladas.
o) Halla Iz edad media y la varianza.

(Puedes uilzar una hoja de calculo para resolver el ejerccio.)

Un grupo de 10 jévenes, entre 13 y 19 afios de edad, tiene media 17,1
afios, mediana 16,5 anos y moda 16 afos.

St chiey e 2 o e sl GG (LA S O valores
de la media, la mediana y la m

(Puedes utiizar una hoja de d\mio para resolver el ejercicio.)
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